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运筹 学 简称 为 OR， 英 语 全 称 为 | al Research( 英 国 ) 或 者 是 Operations Re- 
search 美 国 )， 中 国 科学 工作 者 从 《中 记 Y 高 祖 本 记 )“ 夫 运筹 于 帷 旧 之 中 ， 决胜 于 千里 之 
外 " 一 语 中 。 摘 取 “ 运 筹 ”作为 0. 民 的 意译 ， 合 义 是 地 用 尖刀 。 出 谨 机 策 ， 以 策略 取胜， 

运筹 学 作为 一 门 应 用 科学 第 今 还 没有 统 - -的 和 六 和 再 运 和 学 从 和 践 出 发 将 
运筹 学 看 做 解决 实际 回 是 的 方法 ， 不 妨 借鉴 管理 百科 全书 运筹 学 的 定义 ， 是 
分 析 、 试 验 、 量 化 的 方法 。 对 经 济 管理 系统 中 的 火力 、 物力 、 财 力 等 资源 进行 统 敌 安 排 ， 
为 决策 者 提供 有 依据 的 最 优 量化 方案 ， 实现 最 有 效 地 管理 .” 当 然 ， 运 筹 学 也 适用 于 其 他 
领域 。 为 表示 区 别 ， 本 书 取 各 为 管理 运筹 学 。 
在 人 类 历史 的 长 河中 ， 运 筹 谋划 的 思想 俯 拾 溃 是 ， 经 典 的 运筹 谋划 案例 也 不 鲜 见 。 我 
国 古 代 就 有 很 多 运筹 学 思想 方法 的 典故 ， 公 元 6 世纪 春秋 时 期 著名 的 《孙子 兵法 )， 战 国 
时 期 的 “ 田 乳 齐 王 赛 马 "， 刘邦、 项 羽 的 楚 汉 相 争 ， 北 宋 丁 渭 皇 宫 修复 工程 的 系统 规划 ， 
秦 国 李冰 都 江 堰 水 利 工程 等 充分 说 明了 我 国 很 早 就 有 朴素 的 运筹 思想 和 方法 。 欧 美 运筹 学 
的 历史 可 追溯 到 20 世纪 前 叶 ，1914 年 提出 了 军事 运筹 学 中 的 兰 彻 斯 特 (Lanchester) 战 斗 
方程 ，1917 年 排队 论 的 先驱 者 丹麦 工程 师 爱 尔 朗 (Erlang) 在 哥本哈根 电话 公司 研究 电话 通 
信 系统 时 ， 提 出 了 排队 论 的 一 些 著名 公式 ; 20 世纪 20 年 代 初 提出 了 存储 论 的 最 优 批量 公 
式 ; 20 世纪 30 年 代 ， 在 商业 方面 列 温 逊 (Le venson) 已 经 运用 运筹 思想 来 分 析 商 业 广 告 和 
顾客 心理 等 

运筹 学 作为 一 门 数学 学 科 ， 用 纯 数 学 的 方法 来 解决 最 优 方 法 的 选择 安排 ， 却 是 在 20 
世纪 40 年 代 才 开始 兴起 的 一 门 分 支 。 在 第 二 次 世界 大 战 期 间 ， 英 国 波 得 塞 雷 达 站 负责 人 
和 A.P . 洛 维 (A.P. Rowe) 为 了 解决 防空 作战 系统 的 运行 问题 专门 成 立 了 一 个 由 各 方面 学 
者 、 专 家 组 成 的 研究 小 组 ， 并 以 “O. R” 命名 这 种 研究 活动 ， 研 究 的 典型 课题 有 ， 雷达 系 
统 有 效 防空 间 题 ， 护 航 舰 队 保 护 商船 队 的 编队 问题 大 西洋 反潜 战 问题 等 。 



































































































第 二 次 世界 大 战 之 后 ， 在 英 、 美 军队 中 相继 成 立 了 正式 运筹 研究 组 织 ， 以 兰 德 公司 
(CLAND) 为 首 的 一 些 部 门 开 始 着 重 研究 战略 性 问题 。 例 如 ， 为 美国 空 ee 
统 ， 讨 论 未 来 的 武器 系统 和 未 来 战争 的 战略 等 ;研究 苏联 的 军事 能 力 及 未 来 的 预报 等 ， 运 
筹 学 的 研究 与 应 用 范围 主要 是 与 战争 相关 的 战略 、 战 术 方面 的 问题 。 

随后 ， 从 事 这 些 活动 的 许多 专家 转 到 了 经 济 部 门 、 民 用 部 门 ， 大 学 或 研究 所 ， 继 续 从 事 
决策 的 数量 方法 研究 ， 运 筹 学 很 快 推广 到 了 工业 企业 和 政府 工作 的 各 个 方面 ， 从 而 促进 了 运 
筹 学 有 关 理 论 和 方法 的 研究 和 实践 ， 运 筹 学 迅速 发 展 并 逐步 成 熟 起 来 。 运 筹 学 作为 一 门 学 科 
主要 在 这 两 个 方面 得 到 发 展 : 其 一 ， 运筹 学 快速 形成 了 许多 分 支 ， 比 如 数学 规划 (又 包含 线 
性 规划 ; 非 线 性 规划 ; 整数 规划 ; 组 合 规划 等 )、 图 论 、 网 络 流 、 决 策 分 析 、 排 队 论 、 可 靠 
性 数学 理论 、 库 存 论 、 对 策 论 、 搜 索 论 、 模 拟 等 。1947 年 ， 美 国 数学 家 G，B' 丹 捷 格 
(G. B. Dantzig) 求 解 线性 规划 问题 的 单纯 形 法 (Simple Method) 是 运筹 学 学 史上 最 重大 进展 之 
-; 其 二 ， 电 子 计算 机 迅猛 发 展 和 广泛 应 用 ， 使 得 运筹 学 的 方法 能 及 叶 、 成 功 地 解决 大 量 经 
济 管理 中 的 决策 问题 ， dae 要 辣 和 应 用 。 全 人 本 
成 立 了 致力 于 该 领域 及 相关 活动 的 专门 ， 美 国 于 53 征 成立 了 运筹 学 会 ， 并 出 版 期 刊 
《运筹 学 )， 世 界 其 他 国家 也 先后 创办 - re 1957 年 成 立 了 国际 运筹 学 协会， 


1.1 决策 与 定量 分 析 


决策 是 人 们 在 政治 、 经 济 ， 彼 亲 日常 生活 中 普 放 在 尖 的 一 种 选择 方案 的 行为， 是 管 
理 过 程 中 经 常 发生 的 一 种 活动 式 《决策 活动 在 管理 问题 角 闫 的 过 程 中 占据 极其 重要 的 地 位 ， 
正如 诺 由 尔 奖 获得 者 丙 认 计 说 的 ， “管理 就 是 决策 ”， 决 策 就 是 为 了 实现 某 一 特定 目标 ， 借 
于 一 定 的 科学 手段 和 方法 ， 从 现 个 或 两 介 A 可 行 方案 中 选择 一 个 最 优 方案 ， 并 组 织 
实施 的 全 部 过 程 ; > pe 

决策 的 过 神 泣 般 包 括 如 下 步 又 。 

(1) 确定 决策 目标 。 决 策 目标 是 指 在 一 定 的 外 部 环境 和 内 部 环境 条 件 下 ， 在 市 场 调查 
和 研究 的 基础 上 所 预测 达到 的 结果 。 决 策 目标 是 根据 所 要 解决 的 问题 来 确定 的 ， 因 此 ， 必 
须 把 握 住所 要 解决 问题 的 要 害 。 只 有 明确 了 决策 目标 ， 才 能 避免 决策 的 失误 。 

(2) 拟订 备 选 方案 。 决策 目标 确定 以 后 ， 就 应 拟订 达到 目标 的 各 种 备 选 方案 。 拟 订 备 
选 方案 ， 第 一 步 是 分 析 和 研究 目标 实现 的 外 部 因素 和 内 部 条 件 ， 积 极 因 素 和 消极 因素 ， 以 
及 决策 事物 未 来 的 运动 趋势 和 发 展 状况 ; 第 二 步 是 在 此 基础 上 ， 将 外 部 环境 的 不 利 因素 和 
有 利 因素 、 内 部 业务 活动 的 有 利 条 件 和 不 利 条 件 等 ， 同 决策 事物 未 来 趋势 和 发 展 状况 的 各 
种 估计 进行 排列 组 合 ， 拟 订 出 实现 目标 的 方案 ; 第 三 步 是 将 这 些 方案 同 目标 要 求 进行 粗略 
的 分 析 对 比 ， 权 衡 利 座 ， 从 中 选择 出 若干 个 利多 瞪 少 的 可 行 方案 ， 供 进一步 评估 和 抉择 。 

(3) 评价 备 选 方案 。 备 选 方案 拟订 以 后 ， 随 之 便 是 对 备 选 方案 进行 评价 ， 评 价 标准 是 
看 哪 一 个 方案 最 有 利于 达到 决策 目标 。 评 价 的 方法 通常 有 3 种 :经 验 判断 法 、 数 学 分 析 法 
和 试验 法 。 

(4) 选择 方案 。 选 择 方案 就 是 对 各 种 备 选 方案 进行 总 体 权衡 后 ， 由 决策 者 挑选 一 个 最 
好 的 方案 。 
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对 于 决策 的 4 个 步骤 ， 其 前 两 个 步骤 ， 即 确定 决策 目标 和 拟订 备 选 方案 ， 归 结 为 形成 
问题 的 阶段 ， 其 后 两 个 步骤 ， 即 评价 备 选 方案 和 选择 方案 归结 为 分 析 问题 阶段 。 在 分 析 问 
题 阶段 ， 可 以 进行 定性 和 定量 分 析 。 定 性 分 析 要 基于 管理 者 的 判断 和 经 验 ， 当 管理 者 对 决 
策 的 问题 具有 丰富 经 验 或 者 所 决策 的 问题 相对 比较 简单 时 ， 问 题 的 决策 就 要 倚重 于 定性 分 
析 ; 反之 ， 当 管理 者 缺乏 经 验 或 者 所 解决 的 问题 相对 复杂 时 ,那么 定量 分 析 在 管理 者 最 后 
决策 中 将 担任 非常 重要 的 角色 。 

定量 分 析 就 是 基于 能 刻画 问题 本 质 的 数据 和 数量 关系 ， 建 立 能 描述 问题 的 目标 、 约 束 
及 其 关系 的 数学 模型 ， 通 过 一 种 或 多 种 数量 方法 ， 找 到 最 好 的 解决 方案 。 定 量 分 析 方法 对 
于 管理 者 正确 决策 十 分 重要 ， 提 高 定量 分 析 能 力 需 要 学 习 管理 运筹 学 的 思想 和 方法 ， 了 解 
管理 运筹 学 在 决策 中 的 地 位 ， 不 断 运 用 管理 运筹 学 解决 实践 中 出 现 的 问题 等 。 


NN 
1. 2 运筹 学 在 经 济 管理 领域 的 应 用 
全 


运筹 学 早期 的 应 用 主要 集中 在 军事 领域 ， 在 第 二 次 志 界 大 战 之 后 ， 运 筹 学 的 应 用 转向 
了 民用 领域 。 随 着 科学 技术 的 发 展 和 生产 力 水 平 的 提高 ?运筹 学 的 应 用 旦 现 出 从 工程 系统 
日 浙 向 社会 经 济 系统 扩展 ， 渗 透 到 诸如 服务 , 忽 索 、 人 口 、 对 抗 、 控 制 、 时 间 表 、 资 源 分 
配 、 厂 址 定位 、 能 源 、 设 计 、 生 产 、 可 车 性 等 各 个 方面 ， 发 挥 了 越 来 越 重要 的 作用 。 

作为 管理 五 大 职能 之 一 的 决策 过 程 人 入 往 是 通过 定性 或 定量 的 方法 来 进行 。 为 了 提高 
管理 者 的 决策 能 力 ， 可 以 通过 管 部 者 的 实践 和 经 验 的 积 票 水 断 提高 其 定性 分 析 的 能 力 。 
而 其 定量 分 析 能 力 的 提高 则 需要 学 习 运 筹 学 的 思想 与 廊 法 人 管理 者 掌握 了 运筹 学 ， 并 了 解 
管理 运筹 学 在 决策 过 程 中 的 重要 地 位 这 将 对 提高 其 决策 的 能 力 水 平 有 极 大 的 帮助 。 运 筹 
学 在 管理 领域 的 应 用 涉及 以 下 几 个 方面 。 半 -> 

(1) 市 场 营销 。 自 括 市 场 预测 、 市 场 调查 :媒体 选择 、 广 告 预算 、 产 品 定价 、 新 产品 
的 引入 和 开发 销售 计划 、 市 场 模拟 研究 等。 

(2) 财务 管理 。 包 括 投资 组 合 优化 、 投 资 决 策 、 财 务 计划 、 成 本 核算 、 成 本 一 效益 分 
析 、 证 券 管理 、 现 金管 理 等 。 

(3) 生产 运作 。 包 括 外 购 / 自 制 生产 决策 、 生 产 总 体 计划 ， 工 程 计 划 、 赶 工 问题 、 任 
务 指派 、 产 品 配方 等 ， 要 求 从 总 体 确定 生产 、 存 储 和 劳动 力 的 配合 规划 以 适应 波动 的 需求 
计划 。 主 要 用 线性 规划 、 整 数 规划 以 及 模拟 方法 来 解决 此 类 问题 。 此 外 还 有 运筹 学 在 生产 
作业 计划 、 日 程 表 的 编排 、 合 理 下 料 、 配 料 问题 、 物 料 管理 等 方面 的 应 用 。 

(4) 物资 运输 。 涉 及 航运 、 水 运 、 公 路 运输 、 铁 路 运输 规划 和 调度 系统 、 管 道 运输 、 
厂 内 运输 线路 的 设计 ， 配 送 系统 的 设计 ， 物 资 的 调拨 、 运 输 工具 的 调度 等 。 

(5) 组 织 人 事 管理 。 可 以 用 运筹 学 方法 对 人 员 的 需求 和 获得 情况 进行 人 才 需 求 预测 、 
建立 人 才 拥有 量 模型 、 人 才 规 划 模型 、 制 订 人 才 培 训 计划 ， 进 行人 才 结构 分 析 ， 建 立 人 才 
评价 体系 ， 从 事 人 才 开 发 、 引 进 策略 、 激 励 机 制 的 研究 等 。 

(6) 计算 机 应 用 和 信息 系统 开发 。 运 筹 学 中 的 数学 规划 方法 、 网 络 图 论 、 排 队 论 、 存 
储 论 、 模 拟 与 仿真 方法 等 均 起 到 巨大 作用 。 例 如 风险 分 析 模拟 、 排 队 系 统 模拟 、 库 存 系统 
模拟 、 飞 机 票 预订 模拟 等 。 







































(7) 宏观 经 济 系统 。 国 家 经 济 发 展 战略 ， 之 展 规划 、 经 济 指标 体系 、 投 入 产 出 分 
析 、 积 累 与 消费 比例 分 析 、 产 业 结构 分 析 、 0 § 构 分 析 、 价 格 系统 分 析 、 资 源 合理 配 
置 、 经 济 政策 分 析 以 及 综合 国力 分 析 等 。 

另外 ， 运 筹 学 还 成 功 地 应 用 于 设备 维修 、 更 新 和 可 靠 性 研究 、 项 目的 选择 与 评价 ; 工 
程 优 化 设计 ; 信息 系统 的 设计 与 管理 以 及 各 种 城市 紧急 服务 系统 的 设计 与 管理 。 





1.3 管理 运筹 学 模型 


运筹 学 的 应 用 其 实质 在 于 模型 的 建立 和 求解 ， 如 果 说 辅助 决策 是 运筹 学 应 用 的 核心 ， 
建立 异型 是 运筹 学 方法 的 精通 。 建 立 数学 模型 就 是 将 现实 世界 中 的 原型 概括 形成 数学 模型 
的 过 程 。 围 绕 着 模型 的 建立 、 修 正 与 应 用 ， 运 筹 学 学 的 研究 可 划分 为 以 下 步 也 。 

(1) 曾 明 问题 。 条 明 问题 证 要 分析 问题 的 上 结构 《 从 从 双人 外 、 约 束 条 人 备 选 
方案 、 方 案 后 果 以 及 人 们 对 后 果 的 反应 。 在 阐明 问题 时 A 尽管 分 析 的 方法 很 粗略 ， 甚至 完 
全 赁 直观 判断 ， 但 是 这 些 工 作 决定 着 今 后 的 分 析 过 程 汪 如 模型 的 构造， 备 选 方案 的 确定 
后 果 的 可 行 性 分 析 等 ， 重要 性 已 经 为 直 来 越 多 的 记过 所 接受 。 曾 明 问题 主要 包括 问题 性 质 
和 问题 条 件 两 部 分 内 容 。 问题 的 性 质 主要 是 守 清 各 种 相互 关联 问题 形成 问题 域 也 就 是 全 
面 掌握 问题 的 结构 、 过 程 和 态势 。 工 作 众 员 通过 对 话 ， 描 述 存在 的 问题 、 问 题 的 提出 者 、 
决策 者 、 达 到 的 目标 ， 了 解 他 们 的 价值 观 和 相关 的 问题 、 环 境 等 。 问题 的 条 件 分 析 主要 天 
清 解决 问题 所 需要 的 资源 。 涉及 资源 的 分 配 问题 分 配 者 的 职权 、 E 用 、 资 源 使 用 的 监 
督 、 控 制 等 。 如 在 管理 中 ， 对 大 为 、 设 备 、 材 料 、; 资 金 的 利用 安排 均 可 以 归纳 为 资源 的 分 
配 利用 问题 。 最 后 ， 重症 的 性 质 和 问题 人 术 是 否 下 了 使 工作 任务 和 所 需 资 源 
相当 。 VS 

(2) 建立 模型 。 《人 放大 丰 在 明 事 抽 0 坊 的 条 为 实体. 模型 是 对 实体 的 特征 

及 其 变化 规律 的 > 种 表征 或 者 抽象 ， 而 且 往往 是 对 实体 中 那些 所 要 研究 特定 规律 的 抽象 。 
可 以 说 ， 模 型 将 对 象 实体 通过 适当 的 过 滤 ， 用 适当 地 表现 规则 描绘 出 的 简洁 的 模仿 品 。 模 
型 的 正确 建立 是 运筹 学 研究 的 关键 ， 是 一 项 将 实际 问题 、 经 验 、 科 学 方法 三 者 有 机 结合 的 
创造 性 工作 。 一 般 建立 模型 时 ， 尽 可 能 选择 建立 数学 模型 ， 但 是 ， 当 问题 中 的 各 种 关系 难 
于 用 数学 语言 描绘 时 ， 或 问题 中 的 随机 因素 较 多 时 ， 可 以 建立 一 个 模拟 模型 。 
(3) 模型 求解 。 利 用 数学 方法 或 其 他 工具 对 模型 求解 。 在 这 一 步 应 充分 考虑 现 有 的 计 
算 机 应 用 软件 是 否 适应 模型 的 条 件 ， 解 的 精度 及 可 行 性 是 否 能 够 达到 需要 。 若 没有 现成 可 
直接 应 用 的 计算 机 软件 ， 则 需要 考虑 计算 机 软件 的 开发 。 目 前 能 够 用 作 运筹 学 求解 的 软件 
较 多 ， 如 WinQSB、MATLAB、Lingo 等 , 但 人 们 最 熟悉 的 系统 还 是 Office 组 件 Excel， 
而 且 凡 是 有 计算 机 的 一 般 都 装 有 Office 系统 ，Excel 中 的 “规划 求解 ”模板 ， 可 以 求解 运 
筹 学 中 的 大 部 分 问题 。 

(4) 解 的 检验 (验证 )。 收 集 实际 问题 的 数据 ， 把 有 效 性 试验 和 实行 方案 所 需 的 数据 收 
集 起 来 加 以 分 析 ， 研 究 输入 的 灵敏 性 ， 从 而 可 以 更 准确 地 估计 得 到 的 结果 。 验 证 在 运筹 学 
的 研究 与 应 用 中 的 重要 性 无 论 怎样 强调 都 不 会 过 分 。 验 证 包括 两 个 方面 : 第 一 是 确定 验证 
模型 ， 包 括 为 验证 一 致 性 、 灵 敏 性 ， 似 然 性 和 工作 能 力 而 设计 的 分 析 和 实验 ;第 二 是 验证 
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的 进行 ， 即 把 前 一 步 收 集 的 数据 用 来 对 模型 作 完 全 试验 。 这 样 一 种 试验 的 结果 ， 往 往 使 模 
型 必须 重新 设计 ， 并 要 求 相 联系 的 重 编程 序 。 

(5) 方案 的 实施 。 一 项 研究 的 真正 困难 往往 在 解 方 案 实 施 的 这 最 后 一 步 。 很 多 问题 常 
常 在 这 时 暴露 出 来 ， 他 们 会 涉及 研制 方案 的 全 过 程 。 因 此 ， 必 须 由 参与 整个 过 程 的 有 关 人 
员 参 与 才能 解决 。 

















1.4 运筹 学 发 展 趋势 


当今 的 世界 正 进入 一 个 信息 时 代 ， 时 代 的 需要 推动 着 运筹 学 的 发 展 ， 运 筹 学 很 快 融合 
了 系统 科学 与 社会 学 、 经 济 学 、 计 算 机 技术 、 行 为 科学 、 人 工 智能 技术 以 及 其 他 学 科 的 知 
Re A 
筹 学 应 在 三 个 领域 发 展 : 运筹 学 应 用 、 运 筹 科学 、 运 筹 数 学 < 并 强调 在 协调 发 展 的 同时 重 
点 发 展 前 两 者 。 到 20 世纪 70 年 代 中 期 ， 运 筹 数学 已 形成 站 强 有 力 的 分 支 ， 对 间 题 的 数 
学 描述 已 相当 完善 。 却 忘掉 了 运筹 学 的 原 有 特色 ,忽视 了 对 多 学 科 的 横向 交叉 联系 和 解决 
实际 问题 的 研究 。 著 名 运筹 学 家 丘 奇 曼 说 :“ 运 筹 学 成 了 学 术 性 的 模型 *， 而 不 是 现实 世界 
“模型 "。 运 筹 学 所 研究 的 对 象 已 经 从 偏 工 程 栓 质 ， 运 行 机 理 比较 明显 的 硬 系统 转向 由 经 
济 、 技 术 、 社 会 、 生 态 和 政治 因素 交 受 在 体 的 软 系统 ， 针 对 这 种 状况 ， 切 克 兰 特 
(P, B. Checkland) 从 方法 论 上 对 此 进行 下 划分 。 他 把 传统 的 运筹 学 方法 称 为 硬 系统 思考 ， 
认为 它 适 合 解决 那 种 结构 明确 的 系统 的 战术 及 技术 问题 ;而 对于 结构 不 明确 的 、 有 人 参与 
活动 的 系统 就 要 采用 软 系 统 是 考 的 方法 。 运 筹 学 与 经 济 学 、 社 会 学 、 心 理学 、 计 算数 学 、 
ete a oD 
成 熟 ， 但 却 有 潜在 的 生命 力 。 软 运筹 学 方法 的 发 展 ” 将 在 各 个 领域 推动 运筹 学 的 实际 运用 
We te 



















































知 RR 标 技能 目标 应 用 方向 









1. 理解 下 列 核心 概念 1. 能 对 管 加 中 通 到 的 实际 问 | 合理 组 织 人 、 财 、 
线性 规划 (LP) 目标 函数 -约束 集合 、 可 行 题 ， 正 确 建立 LP 模型 物力 的 单 目 标 最 优 


解 、 可 行 域 、 最 优 解 、 最 优 值 、 基 、 基 变 j 
量 、 非 基 变量 y 基 解 3 基 可 行 解 、 可 行 基 
2. 理解 LP 建 模 步骤 ， 会 建立 LP 模型 
3. 熟练 掌握 LP 的 基本 解法 
0) 图 解法 〈2) 单 纯 形 法 


2. 至 步 掌握 一 种 软件 求解 LP 
的 最 优 解 (Lingo，WinQSB 
或 Excel) 


化 问题 













(3) 大 M 法 








LP 基 本 概念 与 实际 问题 建 模 














计算 机 解法 (Lingo.WinQSB 或 ExceD) 


rs ss 人、 


企业 生产 方案 选择 


某 企 业 在 生产 计划 中 ， 计 划 生 产 甲 、 乙 两 种 产品 。 这 两 种 产品 需要 分 别 在 A、B 两 种 不 同 设备 上 加 
工 。 每 件 产品 的 工时 消耗 定额 、 每 种 设备 的 生产 能 力 、 每 件 产品 的 计划 利润 如 表 2- 1 所 示 。 问 在 计划 期 
内 如 何 安排 生产 方案 ， 使 总 利润 为 最 大 ? 


表 2-1 产品 数据 表 

















产品 甲 产品 乙 生产 能 力 
设备 A 虹 1 10 
设备 B . 1 y . 8 
计划 利润 (元 / 件 ) 3 x MK 
COO 人 OC 
问题 ; 


问题 

1. 有 几 种 求解 极 值 的 方法 ， 各 自 适用 的 条 件 是 什么 ? / AR 

2. 如 何 建立 该 问题 的 数学 模型 ? NS 

3, 利用 什么 方法 对 该 问题 的 数学 模型 求解 、、 wR 

导入 案例 提出 的 是 求 极 值 问题 ， 在 微 积分 : 我 们 已 经 学 习 了 求 极 值 的 古典 方法 ， 应 用 
的 前 提 条 件 是 约束 条 件 可 以 表示 为 一 菜 列 身 变 量 的 函数 。 但 是 在 导入 案例 中 ， 变 量 的 取 值 
要 受到 一 系列 条 件 的 限制 ， 求人 这 关 各 系列 条 人 了 和 的 放 人 问题 训 是 到 等 学 规划 论 分 


研究 的 内 容 。 该 x 六 
1 各 性 各 划 问题 与 到 
安奈 wi PP 


人 册 应 该 如 何 合理 地 组 织 所 拥有 的 人 力 、 物 力 、 财 力 等 有 限 资源 ， 达 
到 资源 消耗 (成 本 ) 最 少 ， 或 者 所 创造 的 财富 (利润 ) 最 多 的 目的 ， 这 就 是 规划 问题 。 

在 导 和 人 案例 中 ， 生 产 计划 可 以 这 样 安排 ， 在 计划 期 内 产品 甲 、 产 品 乙 的 产量 分 别 为 x 
和 x。。 因 为 设备 生产 能 力 的 约束 ， 产 品 产量 受到 限制 。 设 备 A 在 计划 期 内 的 加 工时 间 为 
2zi 十 zz， 其 生产 能 力 为 10 单位 ,不 允许 超过 ， 于 是 有 2z1 十 x; 硅 10。 对 于 设备 BB 也 可 以 
列 出 类 似 的 不 等 式 : x 十 x 三 8。 企 业 的 日 标 是 在 满足 各 种 设备 生产 能 力 约束 前 提 下 ， 使 
总 利润 * 一 3z 十 2z* 最 大 。 即 : 























max > 一 3zl 十 zz 
2zi 十 z 委 10 
s.t. Xi 二 zx 寺 8 
ZX1, Ts>0 
其 中 ,，“max”、“s.t. ”分 别 是 英文 单词 “maximize”、“subject to” 的 缩写 ,含义 是 
“最 大 化 ”和 “满足 于 ……”。 具 体 含义 : 在 满足 于 约束 条 件 的 情况 下 ， 求 使 目标 函数 = 达 
到 最 大 时 的 zx;(j 二 1，2)。 


通过 对 导入 案例 的 分 析 ， 可 以 概括 出 规划 问题 的 数学 模型 一 般 包括 三 个 组 成 要 素 : 决 
策 变量 (Decision Variable)、 目 标 函 数 (Objective Function) 和 约束 条 件 (Subject To) 。 决 策 
变量 ,是 决策 者 为 实现 规划 目标 采取 的 方案 、 措 施 ， 是 问题 中 要 确定 的 未 知 量 。 目 标 函 
数 ， 是 决策 者 要 达到 的 目标 ， 表 示 为 决策 变量 的 函数 。 约 束 条 件 ， 决 策 变量 在 取 值 时 受到 
各 种 稀缺 资源 的 限制 ， 表 示 为 决策 变量 的 等 式 或 不 等 式 。 如 果 决 策 变量 为 可 控 连续 变量 ， 
目标 函数 和 约束 条 件 是 决策 变量 的 线性 函数 ， 这 类 规划 模型 称 作 线 性 规划 (Linear Pro- 
gramming，LP) 模 型 (以 下 均 用 LP 表示 线性 规划 )。 可 以 建构 LP 模型 的 实际 问题 ， 称 为 
LP 问题。LP 问题 是 运筹 学 中 较 早 开始 研究 的 一 个 重要 分 支 。1939 年 ， 前 苏联 康 托 洛 维 
奇 提出 LP 问题 ，1947 年 美国 的 丹 捷 格 提出 LP 问题 求解 的 基本 方法 一 一 单纯 形 法 。 
目前 ， 许 多 经 济 和 管理 方面 的 问题 都 可 成 功 地 归纳 为 LP 模型 ， 由 于 模型 的 形式 相同 ， 
解法 统一 (通常 是 单纯 形 解法 ) ， 特 别 在 应 用 了 电子 计算 机 后 ， 使 得 含有 大 量 约 束 条 件 和 决 
策 变量 的 LP 问题 求解 也 变 得 轻而易举 ，LP CN 


2.1.2 线性 规划 的 数学 模型 > 2 


【 例 2. 1】 合理 配料 问题 ) 希 望 伺 料 有 限 公 a 已 知 此 动物 
的 生长 速度 与 饲料 中 的 三 种 营养 成 分 甲 、 己 S 西 少 关 ， 且 每 头 动物 每 天 需要 营养 中 85g， 
乙 5g， 丙 18g。 现 有 五 种 饲料 都 含有 这 碾 种 管 养 成分， 每 种 饲料 每 公斤 所 含 营 养 成 分 及 每 
种 饲料 成 本 见 表 2 - 2, 需要 建立 一 :个 TP 着 弄 求解 满足 :该 动物 成 长 所 需要 的 又 使 成 本 最 低 
的 饲料 配方 。 2S》 























XK 














饲料 营养 甲 (元 ， en 成 本 (元 /kg) 
1 < A > 0.08 
2 XAy 志 00 6 0.70 6 
3 八 ”3.00 0. 35 5 
4 1.50 .15 0.25 4 
5 0. 80 .2 0.02 8 
解 设 zz 为 每 头 动 物 每 天 饲料 配方 中 第 j 种 饲料 的 重量 。 
根据 题目 给 定 的 条 件 ， 饲 料 配方 受到 营养 成 分 的 限制 。 每 公斤 饲料 中 含有 营养 成 分 
甲 、 乙 、 丙 的 最 低 重 量 分 别 是 85g、5g 和 18g， 于 是 我 们 可 以 得 到 : 








关于 营养 甲 的 约束 条 件 : 0. 50zi 十 2. 00zxs 十 3. 00zs 十 1. 50z 十 0. 80zx; 宇 85 
关于 营养 乙 的 约束 条 件 : 0. 10zi 十 0. 06z 十 0. 04zs 十 0. 15xz4 十 0. 20xs 宇 5 
关于 营养 两 的 约束 条 件 ， 0. 08zm 十 0. 70zs 十 0. 35zs 十 0. 25x4 十 0. 02xs 宇 18 
另外 ,各 种 饲料 的 重量 不 可 能 是 负 值 ， 即 有 非 负 条 件 zx 宇 0(j 二 1，2，3,，4，5)。 最 
设计 饲料 配方 追求 的 目标 是 饲料 的 成 本 最 低 ， 目 标 函 数 为 
min z 一 2zli 十 6zz 十 5zs 十 4z 十 3z5 
根据 上 述 讨论 ,目标 函数 、 约 束 条 件 均 是 决策 变量 zj (j 二 1，2，3，4，5) 的 线性 函 
数 ， 再 考虑 到 非 负 条 件 ， 可 以 建立 下 列 LP 模型 : 














nh 


8 
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min z=2Zx1 十 6x2 十 5zs 十 4zt4 十 3xs 

0. 50z1 十 2. 00zz 十 3. 00zs 十 1. 50z: 十 0. 80xs 宇 85 

0. 10z1 十 0. 06zz 十 0. 04zs 十 0. 15z4 十 0. 20zs 之 5 
”|0. 08ri 十 0. 70z 十 0. 35zs 十 0. 25z: 十 0. 02zs 志 18 

ZiP0(0 一 1，2，3，4，5) 

这 是 一 个 目标 函数 最 小 化 的 LP 模型 。 其 中 ,“min” 是 英文 单词 “minimize” 的 缩写 ， 

含义 是 “最 小 化 ”"。 模 型 的 具体 含义 : 在 满足 于 约束 条 件 的 情况 下 ， 求 使 目标 函数 = 达到 
最 小 时 的 ziG 一 1，2，3，4，5) 。 


1. 线性 规划 模型 一 般 形式 


从 导入 案例 和 例 2. 1 可 以 看 出 ， 虽 然 分 析 的 问题 不 同 ， 但 客人 % LP 模型 具有 共同 的 
结构 ， 从 而 可 以 归纳 出 LP 模型 的 一 般 形式 ， /A 



















这 就 是 LP 模型 的 一 般 形 式 。 其 中 式 2. 工 称 为 目标 函数 ， 存在 max 和 min 两 种 形式 。 
式 2.2、 式 2. 3 称 为 约束 条 件 。 式 2. 2 称 汶 资源 约束 条 件 ， 一 般 存在 3 种 形式 ; “大 于 等 
下 人 “小 于 等 3 “等 于 ”。 式 2. 3 称 为 非 负 约束 条 件 ， 简 称 非 负 条 件 ， 在 表述 问题 时 
一 般 不 明确 指出 ， 建 模 时 应 注意 。 在 实际 问题 中 ， 有 此 决策 变量 允许 取 任 何 实数 ， 如 资金 
变量 、 温 度 等 ， 不 能 强制 设 为 非 负 ， 应 根据 实际 情况 加 以 确定 。 

2i0 一 1，2，…，7 称 为 决策 变量 ; 5 G 王 1，2，…，72) 称 为 目标 函数 系数 、 价 值 系 
数 或 费用 系数 ; 六 (一 1，2，…，zm) 称 为 右 端 项 或 资源 常数 ;ai (i 二 1,，2,…, ms; 7 一 1， 
2，…，7) 称 为 约束 系数 或 技术 系数 。 


2. 线性 规划 模型 的 其 他 形式 


LP 模型 的 一 般 形 式 可 以 简化 为 集合 形式 、 向 量 形式 和 和 矩阵 形式 。 
1) 线 性 规划 模型 的 集合 形式 
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2) 线 性 规划 模型 的 向 量 形式 





其 中 : b=(b1, bos es bi)™ pj=(ays ays os an) TER”, (j=1, 2, ,1) 
3) 线 性 规划 模型 的 矩阵 形式 





AS 
其 中 ， 天 一 (zi zo) CR “, 0) 4 一 


XX- Am am "apm 
在 这 里 ，4 也 可 以 表示 为 4 三 AS pr A 
C 称 为 目标 函数 系数 向 最 失 从 系数 向 量 或 用 天 5 称 为 右 端 项 或 资源 常数 
向 量 ，4 称 为 约束 系数 矩阵 或 技术 系数 矩阵 。 ”入 工 
可 以 看 出 ， 线性 规划 午 型 具有 如 下 特点 : Ce ， zu，…，zz,) 表 示 要 寻求 的 方 
案 ， 每 一 组 信 就 是 < 个 方案 ; 约束 条 件 是 记 等 式 或 不 等 式 表示 的 限制 条 件 ， 一定 有 一 个 追 
求 的 目标 ， 最 大 吕 居 小 所 有 函数 都 是 决策 变量 的 线性 函数 。 


2.1. 3 线性 规划 标准 模型 


对 线性 规划 模型 的 一 般 形式 的 讨论 可 知 ， 线 性 规划 模型 有 多 种 不 同情 况 : 目标 函数 可 
以 是 最 大 或 最 小 ， 约 束 条 件 可 以 有 大 于 等 于 、 小 于 等 于 或 等 于 3 种 情况 。 为 便于 线性 规划 
模型 的 求解 可 将 线性 规划 模型 的 一 般 形式 转化 为 标准 形式 ， 这 里 规定 线性 规划 标准 模型 的 
条 件 : 目标 函数 最 大 化 、 约 束 条 件 为 等 式 、 决 策 变量 均 非 负 、 右 端 项 为 非 负 。 

线性 规划 标准 模型 的 一 般 表达 式 : 
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线性 规划 标准 模型 的 矩阵 表达 式 : 





对 于 不 符合 线性 规划 标准 型 的 线性 规划 模型 ， 可 以 通过 下 列 方法 进行 转化 。 
1. 目标 函数 最 小 化 


如 果 目 标 函数 是 ， min= 二 oz, 
71 


因 目 标 函 数 是 线性 函数 ， 求 min = 等 价 于 求 max (一 >)， 令 2 目标 函数 最 小 化 
可 转化 为 目标 函数 最 大 化 。 有 


2. 约束 条 件 为 不 等 式 
ee 


























(1) 当 不 等 式 约束 为 小 于 等 于 时 好 i 十 azzs 十 … 十 anxs<b。 可 以 引进 一 个 松弛 
变量 (Slack Variable)z, 之 0， 使 phase 二 we 于 是 ， 原 来 小 于 等 
的 不 等 约束 转化 为 等 式 的 事 Bg 汉 = 

相亲 十 aaazz 十 … < 
(2) 当 不 等 式 约束 为 天 于 等 于 时 ， 即 :十 十 qa, 之 br。 可 以 引进 一 个 剩余 


变量 (Surplus Variltie)x,>0, Nn dnt :十 asz,) 一 b;， 于 是 ， 原 来 大 于 等 

于 的 不 等 式 多 为 等 式 约束 。 
ailzl 十 aa 十 … 十 aazn 一 并 一 访 

如 果 原 来 的 线性 规划 模型 含有 若干 个 非 等 式 约 束 ， 在 转化 为 标准 模型 时 ， 需 要 逐个 将 

非 等 式 约束 转化 为 等 式 约束 。 


3. 决策 变量 为 负 值 或 自由 变量 

如 果 变 量 x 代表 某 产品 当年 计划 数 与 上 一 年 的 计划 数 之 差 .显然 x 的 取 值 可 能 是 正 
也 可 能 为 负 。 

车 <0 为 负 值 , 令 zz 二 一 x’ (zj 宇 0)， 使 其 变 正 ; 

车 为 自由 变量 (free variable), 令 zj 二 zx) 一 蕊 ，zx) 宇 0， 蕊 宇 0， 用 两 个 非 负 变量 之 
差 来 表示 无 符号 限制 的 自由 变量 ，z; 的 符号 取决 于 zx“; ，z% 的 大 小 。 

4. 右 端 项 为 负 值 


右 端 项 系数 六 为 负 值 时 ， 即 ;<0， 将 等 式 约束 两 边 同 时 乘 以 一 1， 得 到 : 


aT Qi2T2 QinTn b; 
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【 例 2.2】 ”将 线性 规划 模型 转化 为 标准 式 。 
min zx 一 3zi 十 5zz 一 zs 
一 z 十 z 委 9 
=2ziTxs+3z>4 
|3x1 十 2x 一 xz; 这 一 6 
X10，xs 宇 0，zs 无 约束 


解 第 一 ， 考虑 决策 变量 ,zl 二 0， zs 无 约束 ， 


je 
令 Xl=—Xx1, X10, Xz3=7X3—2x3, X30, zs3>0 
min z= 一 3x1 十 5zxs 一 x 十 x$ 
, 
T11239 


i 2x1 十 zs 十 3x 一 3xs 之 4 论 
”| 一 3 必 十 2 性 一 妈 十 改 之 


>0，z 志 0，z4， 所 3 它 0 
第 二 ， 考 虑 目标 函数 ， 将 最 小 化 目标 函数 转 人 









min z=max (一 =) 一 十 区 一 友 
第 三 ， 考 虑 右 端 项 ， 第 三 个 约束 右 端 项 ， 不 等 式 两 端 乘 以 一 1 后 为 
3z4 8 一 克 委 6 
最 后 ， 考 虑 约束 条 件 ， 在 第 约束 不 等 式 左 端 加 上 松弛 变量 x ，xs 宇 0， 在 第 
二 约束 不 等 式 左 端 碱 去 剩余 变 z 到 线性 规划 标 


(一 z) 一 3z1 一 5zz 


3 3 
委 - x 二 zs 二 x= 
又 ee 2z1 十 x ‘3x 一 x; 二 4 
[ SL, 


7 re 1 
入 3z1 一 223xrs 一 23 十 ze 一 6 
, 1 
Xl» Xes Xa3s Xa3s Tis Xs Te>0 


2.2 图 解法 


2.2. 1 线性 规划 几何 解 的 有 关 概念 





ee a 





se 
最 优 值 (Optimal Value) : 将 最 优 解 代入 目标 函数 而 得 到 的 目标 函数 值 称 为 LP 的 最 
优 值 。 





2.2.2 图 解法 基本 步骤 


对 于 两 个 变量 的 LP， 可 以 通过 平面 图 进行 求解 ，3 个 变量 的 LP 在 理论 上 是 可 以 绘制 
空间 图 形 的 ， 但 实际 操作 起 来 很 困难 。 因 此 ， 图 解法 (Graphical Solution) 一 般 适 用 于 两 个 
变量 的 线性 规划 模型 求解 ， 其 基本 步骤 可 以 概括 如 下 : 

(1) 分 别 取 zi ，z 为 坐标 向 量 建立 直角 坐标 系 。 

(2) 确定 LP 解 的 可 行 域 。 

根据 非 负 条 件 和 约束 条 件 画 出 解 的 可 行 域 。 将 模型 中 不 等 式 药 束 化 为 等 式 ， 在 坐标 系 
中 作出 约束 直线 ， 判 断 不 等 式 所 决定 的 半 平面 。 所 有 约束 直线 可 能 形成 或 不 能 形成 相交 区 
域 ， 若 能 形成 相交 区 域 ， 相 交 区 域 任意 点 所 表示 的 解 称 为 此 线性 规划 可 行 解 ， 相 交 区 域 任 
意 点 集合 ， 称 为 可 行 集 或 可 行 域 ， 相 交 区 域 的 顶点 成 为 可 行 域 的 极点 ， 转 到 第 三 步 ， 否 则 
该 线性 规划 问题 无 可 行 解 。 AN 

(3) 绘制 目标 函数 等 值 线 。 目 标 函 数 等 值 线 就 是 目标 函数 取 值 相同 点 的 集合 ， 通 常 是 
- 簇 直线 。 SN 
(4) 寻找 线性 规划 最 优 解 。 对 于 目标 丽 数 的 任意 等 值 线 ， 确 定 该 等 值 线 平移 后 值 增加 
的 方向 ， 平 移 此 目标 函数 的 等 侍 线 > 使 其 达到 既 与 可 行 域 相 效 又 不 可 能 使 目标 函数 值 再 增 
加 的 位 置 。 相 交 位 置 存在 3 种 情况 :唯一 交点 ， 切 襄 华 标 就 是 线性 规划 的 最 优 解 ， 相 交 于 
两 个 以 上 的 点 ， 各 点 连 线 正 所 有 点 都 是 线性 规划 的 最 优 解 ， 称 线性 规划 有 无 穷 多 最 优 解 
相交 于 无 穷 远 处 ， 称 线性 规划 无 有 限 最 优 解 5 无 外 解 ) 。 

【 例 2. 3 人 、 运 用 图 解法 求解 导入 案 例 的 工 P 问题 。 

max zx 一 3zZl 十 2zz 
2zi 十 zz 魏 10 
5 如 ZI 十 zz 和 8 
| =>o 

解 图 解法 操作 步骤 如 下 : 

(1) 建立 平面 直角 坐标 系 。 取 决策 变量 xm ，z 为 坐标 
向 量 。 
(2) 图 示 约束 条 件 , 确定 LP 解 的 可 行 域 。 

非 负 条 件 确定 为 第 一 象限 ; 将 约束 条 件 2z1 十 zs 过 10 
转化 为 等 式 2zi 十 一 10，z 十 二 8 转化 为 等 式 zi 十 zx 一 
8， 夯 出 这 两 条 直线 ，2x 十 zs 三 10 表示 落 在 2x1 十 xz; 二 10 直线 左下 方 , 同 理 zz 十 zs 三 8 落 
在 xz 十 zs 一 8 直线 左下 方 。 约 束 条 件 加 上 非 负 条 件 ， 共 同形 成 一 个 相交 平面 区 域 ， 该 平面 
区 域 即 为 LP 问题 的 可 行 域 ， 如 图 2. 1 中 阴影 部 分 所 示 。 可 以 看 到 该 线性 规划 可 行 域 是 一 
个 凸 多 边 形 。 





















































2.1 LP 的 图 解法 











(3) 绘制 目标 函数 等 值 线 。 在 目标 值 函 数 > 一 3z 十 2z 中 ， 不妨 令 > 一 6,， 得 3+ 十 2z, 二 6 
这 条 等 值 线 。 使 其 平行 移动 ， 与 可 行 域 切 于 C 点 。 

(4) 求 出 C 点 坐标 C(2，6)， 为 该 LP 问题 的 最 优 解 ; 代入 目标 函数 ,得 =wx 一 18 为 
目标 函数 最 优 值 。 


2.2.3 线性 规划 几何 解 的 讨论 


针对 线性 规划 几何 解 还 有 一 些 重要 的 性 质 ， 这 里 不 加 证 明 叙 述 如 下 。 

(1) 线性 规划 几何 解 存在 4 种 情况 : 唯一 最 优 解 、 无 穷 多 最 优 解 、 无 界 解 、 无 可 行 
解 。 可 行 域 为 封闭 有 界 区 域 时 ， 可 能 存在 唯一 最 优 解 ， 无 穷 多 最 优 解 有 两 种 情况 ;可行 域 
为 非 封 闭 无 界 区 域 时 ， 可 能 存在 唯一 最 优 解 ， 无 穷 多 最 优 解 ， 无 界 解 3 种 情况 ; 可 行 域 为 
空 集 时 ， 没 有 可 行 解 ， 原 问题 没有 最 优 解 。 

(2) 若 线性 规划 存在 最 优 解 ， 则 最 优 解 或 最 优 解 之 一 肯 han 
极点 找到 。 

求 线性 规划 问题 最 优 解 ， 可 以 转 换 为 在 其 可 行 眠 内 个 要 点 上 进行 搜索 的 方法 。 基 本 
思路 是 ， 先 找 出 可 行 域 任意 一 个 极点 ， 计算 极点 散 目 标 丽 数值 。 判断 目标 函数 值 是 否 最 




















优 ， 如 果 为 否 ， 转 到 比 该 点 目标 丽 数 值 更 优 的 另 `\ 极 点 。 重复 上 述 过 程 ， 直 到 找 出 使 目标 
函数 值 达到 最 优 的 极点 为 止 。 < 
对 于 含有 许多 决策 变量 的 线 ; 性 规划 问题 ， 如 何 寻 找到 可 行 域 的 极点 ，3 这 是 我 们 下 面 需 


要 讨论 的 问题 。 SN 涩 、 
中 ss 六 x] 
< 2 3 单纯 形 法 


2.3.1 线性 规 区 的 有 关 和 全 及 性 大 EE 


用 图 解法 求解 虽然 简单 ， 但 一 般 只 适用 于 2 个 变量 。3 个 变量 在 理论 上 可 用 空间 直角 
坐标 系 求解 ， 但 实际 上 很 难 做 到 ，3 个 以 上 变量 则 为 抽象 空间 ， 根 本 无 法 用 图 形 表 示 。 而 
单纯 形 法 则 是 求解 LP 问题 的 一 般 方法 。 

为 便于 讨论 ,将 标准 化 的 LP 模型 式 2. 8 的 目标 函数 和 约束 条 件 分 别 表示 如 下 : 





max z 一 CX 式 210 
AX=b 

bs ll 

> 人 吉 





其 中 ,系数 矩阵 4 为 mr Xn 阶 和 矩阵 。 

若 A 和 的 秩 为 m，B 为 A 中 的 任意 m Xm 阶 子 和 矩阵 ， 且 行列 式 | B | 取 0， 则 称 B 为 线 
性 规划 模型 式 2. 11 的 一 个 基 。N 为 4 中 其 余 mX (一 m2) 阶 子 和 矩阵 ， 称 N 为 线性 规划 模型 
式 2.11 的 一 个 非 基 。 

设 Pj 二 (ay， ar，…， 几 ),， 7 二 1，2，…， 六 为 基 向 量 。 与 基 向 量 P; 对 应 的 变量 
罚 s 二 (x1，Zz2，。*…，Zzw)! 称 为 基 恋 量 ; 其 他 ”一 六 个 变量 素 w 一 (zeHi，Potz， 和 TT 
称 为 非 基 变量 。 
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基于 上 述 讨 论 ,假设 B 为 线性 规划 的 一 个 基 ，N 为 线性 规划 的 一 个 非 基 ， 则 A 可 以 表 
示 为 : A 一 (B，N)， 相 应 地 X、C 可 以 分 为 : XX 二 (Xp，Xw)"、C 一 (Cs，Cx)。 于 是 线性 
规划 标准 模型 可 以 表示 为 : 





式 2.13 的 两 边 左 乘 B 并 移 项 ,得 到 基 变 量 的 非 基 变量 表示 式 , Xs 王 B 2 一 
B INXN。 将 Xe 一 B 'b 一 B NXN 带 和 人 式 2.12 可 以 得 到 目标 函数 的 非 基 变量 表示 式 ，z 一 


CsB 'b 十 (Cv 一 CsB“'N)Xs。 线 性 规划 模型 典 式 表示 为 : 




















特别 地 ， 当 Xv 二 0 时 ,Xs 二 B71'b。X 人 TI 一 (B 0D，0) 7 ， 称 X 是 线性 规划 
与 基 B 对 应 的 一 个 基 解 。 如 果 oe 是 线性 规划 与 基 B 对 应 的 一 个 基 可 行 
SS 





解 ， 相 对 应 的 基 B 称 为 可 行 基 。 
LP 模型 的 典 式 可 以 利用 表格 形 见 表 2- 3 与 WinQSB 中 的 格式 相 一 致 ) 。 


下 表 2 -3 线性 规划 模型 | 
。 可 x wh 


7 b' 
XB 2 入 pb Cy Ng J Cs 
吧 


六 A 6 条 Bo I B'b 


这 里 不 加 证 明 ， 通 过 如 下 基本 定理 叙述 线性 规划 解 的 一 系列 重要 性 质 : 

【定理 2- 1】 线性 规划 问题 基 可 行 解 X 对 应 线性 规划 问题 可 行 域 ( 凸 集 ) 的 极点 。 

该 性 质 说 明 ， 线 性 规划 的 基 可 行 解 和 可 行 域 的 极点 之 间 是 一 一 对 应 的 ， 这 也 是 常常 将 
基 可 行 解说 成 是 可 行 域 中 某 个 极点 的 原因 。 通 过 寻找 线性 规划 的 基 可 行 解 的 方式 ， 解 决 了 
如 何 确定 可 行 域 极 点 的 问题 。 

【定理 2-2】 若 线性 规划 问题 有 最 优 解 ， 一 定 存 在 一 个 基 可 行 解 是 最 优 解 。 

在 线性 规划 问题 几何 解 的 讨论 中 ， 若 线性 规划 最 优 解 存在 ， 则 最 优 解 或 最 优 解 之 一 肯 
定 能 够 在 可 行 域 的 某 个 极点 找到 ， 线 性 规划 的 基 可 行 解 和 可 行 域 的 极点 之 间 有 一 一 对 应 的 
关系 ， 所 以 ,线性 规划 问题 如 果 有 最 优 解 ， 一 定 是 在 某 个 基 可 行 解 上 达到 。 

由 于 这 个 性 质 的 成 立 ， 人 们 寻找 线性 规划 最 优 解 的 方法 从 根本 上 加 以 突破 一 一 不 是 从 
无 限 多 个 可 行 解 中 去 寻找 最 优 解 ， 而 是 从 线性 规划 有 限 个 基 可 行 解 (0 ) 中 寻找 最 优 解 ， 
从 而 将 一 个 无 限 问题 转化 为 有 限 问题 ， 这 正 是 单纯 形 法 形成 的 理论 依据 。 


2. 3.2 单纯 形 法 
单纯 形 法 的 基本 思路 就 是 基 可 行 解 的 转移 。 先 找到 一 个 初始 基 可 行 解 ， 如 果 不 是 最 优 
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解 ， 设 法 转移 到 另 一 个 基 可 行 解 ， 并 使 目标 函数 值 不 断 增加 ， 直 到 找到 最 优 解 。 

这 里 要 解决 3 个 问题 : 一 是 初始 基 可 行 解 的 确定 ;二 是 基 可 行 解 最 优 性 的 判断 ;三 是 
如 何 实现 基 可 行 解 的 转移 。 

根据 以 上 的 讨论 ， 单 纯 形 法 的 基本 过 程 如 图 2. 2 所 示 。 


初始 基 可 行 解 






图 2.2 Sh 
1. 初始 基 可 行 解 的 确定 X 


NSN 
考虑 标准 形式 的 线性 规划 问题 : 、: 


式 中 : X=(x1, Zz» 四 ‘x js C 一 (cly cy “ SE, b;, bi) 





在 这 里 ， 和 矩阵 4 也 可 以 表示 为 4 二 (pl，ps，…，p,)。 其 中 , pj; 三 (aj, ay, 
SuSE 


该 模型 的 特点 是 系数 矩阵 4, 中 有 一 个 现成 的 m 阶 单位 子 阵 BB。 选择 单位 子 阵 B 作 
为 初始 可 行 基 ， 求 出 初始 基 可 行 解 ， 即 初始 迭代 点 ， 它 对 应 着 可 行 域 的 一 个 顶点 。 

对 于 任何 一 个 线性 规划 问题 ， 都 可 以 很 容易 地 改写 成 式 2. 16 的 形式 。 

对 于 一 个 LP 模型 ， 按 照 2. 1. 3 中 介绍 的 线性 规划 模型 标准 化 的 方法 通过 添加 松弛 变 
量 或 剩余 变量 变 为 标准 化 。 在 此 标准 化 过 程 中 作 如 下 处 理 可 得 到 单位 矩阵 : 

(1) 约束 符 为 “ 委 ” 时 ， 添 加 松弛 变量 。 

(2) 约束 符 为 “” 时 ， 通 过 减 剩 余 变 量 ， 加 人 工 变量 。 

(3) 约束 符 为 “二 ”时 ， 只 添加 信 工 变量 。 

由 全 部 松弛 变量 和 剩余 变量 构成 单位 和 矩阵， 作为 初始 基 。 车 初始 基 中 全 部 为 人 工 变 
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量 ， 此 时 的 初始 可 行 基 称 为 人 造 基 ; 若 初始 基 中 部 分 含有 人 工 变量 ， 则 是 一 个 不 完全 的 人 
造 基 。 
导 人 案例 的 LP 模型 的 约束 条 件 属于 az < (或 二)4.Ci 二 1,2,… an) 型， 进行 标 
准 化 后 ， 存 在 一 个 明显 的 单位 矩阵 工 
max z 一 3zi 十 2zz 十 0zs 十 0zs 
2zi 十 zz 十 zs 一 10 
友和 | 十 zz 十 zi 一 8 


Xl, Xs Ts, 0 
很 显然 ，{ 。 “) 单 位 短 阵 是 一 个 基 B， 则 (7 1 ) 是 一 i bi 


基 变 量 ，(zi ，xs)" 是 非 基 变量 。 可 以 得 到 LP 模型 的 典 则 形 :| 
) ( )] | | 
L 二 2 


max zx 一 (0， o»( J 2 —(0,0) 


js WN 


了 > (|= XK 


s|=( )j 时 ， os ) Rn 0, 10, 8)7 是 LP 


本 的 让 基 可 行 解 ， 闪 
设法 找 一 个 单位 算 阵 作为 基 B， i 立 的 基 解 必然 是 一 个 可 
行 解 ， pa: hd 


2. 基 可 行 解 最 优 性 的 判断 


判断 可 行 基 B 对 应 的 基 可 行 解 X 二 (Xs， Xx)" 二 (B“'b,，0)" 是 否 是 最 优 解 ， 可 以 利 
用 LP 模型 目标 函数 的 典 式 判 断 。 
由 式 2. 14 可 知 目 标 函 数 的 非 基 变量 表达 式 为 : 
z=CpsB ‘b+ (Cv—CsB 'N)XN 
令 ok 一 Cv 一 CBN 和， 目标 函数 变 为 









3 


4 











Xl 








当前 Xs 全 部 为 0， 当 所 有 的 ov 二 0， 表 示 非 基 变 量 X、 任何 一 个 进入 基 变 量 后 不 会 使 
目标 函数 值 增 大 ， 此 时 X 二 (Xs，Xs) "二 CB 'b，0)” 即 为 最 优 解 。 所 以 定义 on 为 非 基 变 
量 zx 的 检验 数 ， 解决 了 基 可 行 解 最 优 性 的 判断 问题 。 

检验 数 的 另外 表达 形式 为 : 
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其 中 , pi 二 B 'p)。 
结合 LP 典 则 形式 的 表格 化 ， 增 加 基 可 行 解 的 最 优 性 判断 ， 可 以 得 到 初始 单纯 形 见 














表 2 一 涉 
表 2-4 初始 单纯 形 表 
Xn Xe 
XB co Cy Cs 
Xs Cs BIN 下 了 3 
ON CN 一 CoB 一 和 0 及 














根据 一 o 一 > ca ， 可 以 计算 非 基 变 量 (zi ，z) 的 检验 数 。 得 出 导入 案例 的 
初始 单纯 形 见 表 2- 5。 人 





表 2-5 初始 单纯 形 表 
































Xi X: Xs 
基 o 3 Vo 0 Bib 
Xs 0 2 1 0 10 
X4 0 1 0 1 8 
go=0—% 3 0 0 
由 于 am 一 3，w 一 2 均 大 手 替 攻关 可 行 解 (000 0，8)" 不 是 LP 模型 的 最 优 





解 。 该 基 可 行 解 对 应 可 行 域 的 原点 为 0(0, 0)。 各 < 


3. 基 可 行 解 的 赫 移 | NS 


分 析 目标 数 的 非 基 变 量 表达 式 2. 17: 存在 某 个 6 之 0 时 ， 所 对 应 的 如 果 有 非 
基 变 量 转 化 为 基 变 量 ，x 的 取 值 由 0 增加 到 某 一 正 值 ， 目 标 函数 还 有 改善 的 可 能 。 
进 基 变 量 的 选择 假设 0(j 二 人 )， 如 果 wx 对 应 的 非 基 变 量 x 变 成 基 变 量 ， 通 常 称 
ox 为 进 基 变量 ， 进 基 变 量 的 选择 原则 是 选择 一 个 正 检验 数 所 对 应 的 非 基 变量 进 基 。 一 般 情 
况 下 ,选择 a 一 max {5 | >>0| 所 对 应 的 非 基 变 量 x 为 进 基 变 量 ， 


出 基 变 量 的 选择 : 最 小 比值 原则 
为 了 保证 LP 的 基 变 量 个 数 为 mw， 从 基 B 二 (pwii，ps-w+z，…，p,) 中 选择 一 个 列 向 
量 所 对 应 的 基 变 量 ， 例 如 zz 为 出 基 变量 。 
已 知 o4 记 0， 因 此 可 以 选择 x (1k<n 一 m) 作 为 进 基 变 量 ，zxi 的 取 值 将 从 0 变 成 一 个 
正 数 ， 由 于 受到 Xs 一 B'(b 一 NX) 宇 0 式 的 限制 ，xi 不 可 能 无 限制 地 增 大 ， 因 为 要 保持 
式 Xs 中 所 有 的 表达 式 的 非 负 性 (也 是 保持 解 的 可 行 性 )， 在 考虑 因 B 为 单位 和 矩阵， 有 Xj 
一 B 1 一 NXN) 一 5 一 NXN 二 0， 即 : 


1 一 饼 一 (aiiZi 十 al2zo 十 十 Ca 
































Vs 





























久 一 (aziZi 十 azzTz 十 … 十 ao 





Ts = (amzrtowrt :Toaret om ma 20 


ES ss 人、 





除 人 基 变 量 x 变 为 非 0 外 ， 其 他 非 基 变量 仍然 为 零 ， 上 式 简化 为 : 
及 一 Ci 全 0 
| bs—aztre 三 0 


bn —amrt0 


pb» 
所 以 a<min | 印 . 全， 印信 
1K 


a2k Gm 








0=min 做 la>0)= 关 (=1, 2 式 2.20 





当 zi 的 值 由 0 增加 到 9 时 ， 原 来 的 村 变量 z 的 取 值 首先 变 成 零 ， 所 以 选择 x 为 出 基 
变量 。 称 式 2.20 为 决定 换 出 变量 的 最 小 比值 原则 。 至 此 ， 解 决 让 信行 角 的 转移 问题 

如 果 所 有 as<<0，zx 的 值 可 以 由 0 增加 到 无 穷 ， 表 示 可 行 赋 是 不 封闭 的 ， 且 目标 函数 
值 随 进 基 变量 的 增加 可 以 无 限 增加 ， 此 时 不 存在 有 限 最 优 角 ， 

在 导入 案例 的 初始 单纯 形 表 2- 5 中。 对 于 非 基 变 最 的 检验 数 ，w 最 大 ， 选 取 m 对 应 
的 x 为 进 基 变量 ;根据 最 小 比值 原则 ， Pa ba/an) —min {10/2，8/1) =5, 
故 x 为 出 基 变 量 ， 见 表 2- 6。 , AS 


表 2- 认 光 证 换 入 、 换 出 变量 



































Ny a Xa X 1 
基 怕人 2 PR A ak, B 比值 
豆 0 所 23， 1 1 人 0 10 5 
马 0 1 LE Ng 1 8 8 
pr ws 2 习 
0;=¢ “NN | 2 1 0 0 
WS 
4. 线性 方程 组 的 初等 行 变换 
利用 进 基 变 量 zx 蔡 换 基 变 量 中 的 出 基 变 量 x,， 得 到 一 个 新 的 可 行 基 


Pumtls Prmtoa-Ds pes Pr-mtuths 加) 
按照 “ 主 元 素 ou” ， 浊 全 约束 方 和 组 增 广 短 阵 的 初等 行 变换 ， 将 主 元 素 化 为 1， 主 元 素 所 
在 列 化 为 单位 向 量 ， 可 以 找 出 新 可 行 基 对 应 的 基 可 行 解 ， 并 相应 地 得 到 一 个 新 的 单纯 形 表 。 
在 例 2. 2 的 单纯 形 表 2- 6 中 ，xzi 为 进 基 变 量 ，x; 为 出 基 变量 ， 所 对 应 的 a 一 2 为 主 元 素 。 


比 时 的 天 变量 为 ，| ”| ， 对 应 的 基 为 Co， mo 一 人 1 )， 为 下 单位 阵 。 如 何 变 成 音 
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10 
实施 行 初等 变量 ， 
证 人 8 ) 实 施行 初 等 变量 


位 阵 呢 ? 由 线性 代数 知识 ， 对 增 广 和 矩阵 ，(4 15) 一 ( 
可 保证 等 式 约束 仍然 成 立 。 为 此 可 采取 如 下 做 法 : 

通过 行 初等 变换 使 主 元 素 所 在 列 除 主 元 素 等 于 1 外 ， 其 余 均 变 为 0。 于 是 得 到 单纯 形 
见 表 2- 7。 此 时 的 决策 变量 zx 二 5。 zs 二 0。 


























XI1 X2 Xa Xs 
基 c 3 2 0 0 Bi'p 比值 
z1 3 1 1/2 1/2 0 5 10 
z 0 0 [1/2] —1/2 1 3 6 
gj=0—% 0 1/2 =1/2 0 








这 样 就 实现 了 初始 基 可 行 解 x, 二 (0，0，10，8)T 向 新 基 可 行 解 x 二 (5，0，0，3)7 的 迭 
代 。 新 基 可 行 解 对 应 的 可 行 域 的 极点 为 B(5，0)。 

计算 非 基 变量 +，xz; 检验 数 ， 仍 有 0 二 1/2 二 0， 不 是 最 优 解 ， 按 第 4 步 进行 迭代 
见 表 2-8。 AAA 








表 2-8 第 2 次 迭代 











Xl X2 X3 «A \ X1 
基 后 a 2 GA NN 0 B'b 比值 
x 3 1 0 AN 厂 一 1 2 
+ 2 0 1 一 1 2 6 
gj=0—% 0 NH -1 一 1 


























计算 非 基 变量 zx, ，z 检验 数 关 全 部 小 于 0， 找 到 了 瀑 优 解 一 (2，6，0，0)7， 对 应 
于 可 行 域 的 极点 C(2，6) 。 代入 目标 函数 求 得 最 优 值 3X2 十 2X6 一 18。 
根据 以 上 的 讨论 ， 可 以 得 出 LP 单纯 形 法 的 -一般 步 又， 如 图 2. 3 所 示 。 










: LP 模型 标准 化 
入 \ 列 出 初始 单纯 形 表 
-+ 
某 ce>0 
所 有 an 专 0 








图 2.3 单纯 形 法 的 一 般 步 又 


三 条 结论 : 

(1) 车 存在 6 二 0， 而 ps 所 有 元 素 均 不 大 于 0， 则 解 无 界 。 

(2) 若非 基 变 量 的 检验 数 a; 二 0， 则 存在 唯一 最 优 解 。 

(3) 若非 基 变量 的 检验 数 o; 二 0， 存 在 某 非 变量 检验 数 等 于 0， 则 有 无 穷 多 最 优 解 。 


有 sm 人、 


利用 单纯 形 表 法 求解 LP 问题 时 应 注意 : 

(1) 每 一 步 的 运算 只 能 进行 初等 行 变换 。 

(2) 表 中 必 列 的 数值 总 要 保持 非 负 (CB- 2 过 0)， 出 现 负 值 时 常常 是 由 于 选取 出 基 变量 
时 没有 取 到 最 小 和 所 对 应 的 元 素 。 





2.4 人 工 变量 法 





用 单纯 形 法 求解 LP 要 求 能 找 出 一 个 单位 阵 作 为 初始 基 。 因 此 ， 当 约束 符 均 为 “过 ” 
时 ， 把 松弛 变量 作为 初始 基 变 量 ， 则 可 直接 列 出 单纯 形 表 ; 若 存在 约束 符 为 “之 ”或 
“一 ”， 则 不 一 定 能 找 出 一 个 单位 阵 ， 这 种 情况 通常 要 添加 人 工 变量 (artificial variable) ， 
将 所 有 松弛 变量 和 人 工 变量 作为 初始 基 变 量 ， 则 可 列 出 单纯 形 表 。 但 原本 约束 已 经 取 
“一 ”， 因 此 ， 必 须 使 人 工 变量 为 0 才 是 可 行 解 。 故 在 迭代 过 程 中 而 时 最 终 单纯 形 表 中 含有 
人 工 变量 ， 则 该 LP 无 可 行 解 。 采 取 的 办 法 是 设 目标 函数 中 从 IT 变 量 的 系数 为 “一 M”(M 
为 任意 大 的 有 界 正 数 ) ， 如 果 最 终 单纯 形 表 中 含有 人 卫 变 量 * 则 目标 函数 不 会 实现 最 大 化 。 
这 种 通过 添加 人 工 变量 来 找 初始 基 的 方法 称 为 人 下 变量 法 。 求解 具有 人 工 变量 的 LP, 通 
常用 “两 阶段 法 ”或 “大 M 法 ”来 解决 。 玉 面 通过 例 2. 4， 说 明 “ 大 M 法 ”的 应 用 。 

【 例 2. 4】 求解 LP 问题 。 A NN 

nia z=3z1 十 2z, _ 
> 2ntn=1%X), 
. 2 i . 各 才 / 十 za 人 7 
Re Se 
解 、 添 加 松弛 变革 zj， 将 模型 标准 化 为 \\y7 
VV MIS max Sn 十 2zz 十 0zs 
SN 下 十 zz 一 10 
35.4ZI 十 zz 十 zs 一 8 
| 
该 模型 找 不 到 一 个 单位 阵 作为 初始 基 ， 在 第 1 个 约束 左 端 加 上 一 个 变量 zi ， 模 型 变 为 
max zx 一 3Zi 十 2zz 十 0zs 一 Mz 
站 十 zz 十 z 一 10 
St4ZI 十 zz 十 zs 一 8 
| » Tes Xss Ta>0 
添加 的 变量 zx, 称 为 人 工 变 量 。 将 zx, 和 xz: 作为 初始 基 变 量 ， 列 出 初始 单纯 形 表 见 表 2 - 9。 


表 2-9 初始 单纯 形 表 

















X1 X2 Xs Xs 
基 a 3 2 0 —M B'b 比值 
zx 一 M [2] i 0 ib 10 5 
四 0 1 1 1 0 8 
































Xl Xz Xa xX 
O00 3 2 0 0 
“M 2 0 0 























该 表 检 验 数 由 于 存在 定性 因子 M， 故 将 其 分 为 两 行 ， 不 含 M 项 放 在 上 一 行 ， 含 M 的 
系数 放 在 下 一 行 。 先 看 M 的 系数 ， 只 要 其 系数 大 于 0， 最 大 值 所 对 应 的 非 基 变量 即 为 引入 





变量 , 在 M 的 系数 相同 的 情况 ， 看 上 一 行 。 此 题 M 的 系数 最 大 的 











“2” 对 应 的 非 基 变 量 是 


ZI1， 为 人 基 变 量 ， 出 基 变量 的 确定 与 单纯 形 法 相同 。 用 入 基 变 量 zi 替换 出 基 变 量 zx， 列 





























出 新 的 单纯 形 表 ( 见 表 2- 10)。 重 复 上 述 过程 ， 得 最 优 解 ( 见 表 2- 11)。 
表 2-10 第 1 次 迭代 》 
XxX] Xa xX XN 

基 c 3 2 oO SeN M Bi'b 比值 
nl 3 1 1/2 QC = 5 10 
rs 0 0 1/2] i 一 1 3 6 

本 0 一 名 0 1/2" 0 一 3/2 

M 0 QN 厂 0 | 




















基 < 3 2 % ~ 0 M B'b 比值 
nl 8 1 01% = 1 2 
t 2 0 1 2 = 6 
j=0—% 0 0 | = 
M 0 0 0 =1 














得 最 优 解 一 2， zz 一 6， 最 优 值 王 18。 


和 知识 链接 
单纯 形 法 是 求解 LP 问题 的 通用 方法 ,但 在 实际 应 用 中 ， 特 吻 
用 单纯 形 法 求解 并 非 易 事 。 因此， 至 少 应 掌握 一 种 求解 LP 的 计算 











是 变量 和 约束 较 多 时 ， 
机 软件 。 请 从 本 书 课程 


网 站 下 载 《 运 筹 学 实验 指导 书 》， 阅 读 WinQSB、Lingo 和 Excel 求解 LP 的 操作 方法 。 


2.5 线性 规划 应 用 举例 


LP 建 模 是 LP 应 用 的 关键 环节 。LP 方法 就 是 通过 对 经 济 管理 
建立 相应 的 LP 模型 ， 然 后 进行 分 析 和 求解 ， 为 决策 提供 依据 。 所 
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的 实际 问题 进行 分 析 ， 
建立 的 模型 能 否 反映 问 


en 药 2 剖 线性 规划 


题 的 实质 ， 直 接 影响 到 解 的 实际 意义 和 决策 的 质量 。 所 以 ， 建 模 是 应 用 LP 方 法 的 第 一 步 ， 
也 是 最 关键 的 一 步 。 


1. 线性 规划 模型 的 假设 


目标 函数 和 约束 条 件 表示 为 决策 变量 的 线性 函数 是 LP 模型 的 核心 ， 隐 含 着 建立 LP 
模型 的 几 个 假设 ， 

CD 比例 性 假定 和 相 加 性 假定 “每 个 决策 变量 对 目标 圾 数 的 贡献 与 决策 变量 的 值 成 比 
合 ， 任 何 变 量 对 目标 二 数 的 贡献 与 其 他 决策 变量 的 值 无 关 ， 每 个 变量 对 每 个 约束 条 件 左 端 
的 贡献 与 其 他 变量 的 值 成 比例 ， 一 个 变量 对 每 个 约束 条 件 左 端的 贡献 与 其 他 变量 的 值 
无 关 。 

(2) 可 除 性 假定 “可 除 性 候 定 要 求 多 许 每 个 决策 变量 使 用 分 关 值 。 如 要 求 所 有 灾 量 必 
须 是 非 抽 整 数 的 LP 问题 则 称 为 整数 规划 ,Ce 

(3) 确定 性 假定 指 已经 确切 地 知道 LP 模型 的 和 个 参 并 (上 标 二 数 系数 、 约 素数 和 
丰硕 )。 R 

xs 


2. 建立 线性 规划 模型 的 步骤 


N 
建立 一 个 实际 问题 的 LP 模型 可 以 es 

(1) 科学 选择 决策 变量 。 SS 

(2 根据 实际 是 的 材料 和 出 所 有 的 约束 条 伯 生 约束 条 件 表示 为 第 变 最 的 
线性 等 式 或 不 等 式 。 A ,YX 

te ap 天 化 要 求 还 是 最 小 化 ,将 目标 函数 表 


示 为 决策 变量 的 线性 表达 区。 ~ 

(4) 最 后 、 确 定 i 

证 有关 的 一 步 ， 如 里 变量 设立 得 恰当 ， 则 约束 条 件 和 目标 了 数 就 
很 容易 表示 为 决 病 变量 的 线性 数 。 否则， 下 边 三 步 就 很 难 进 行 。 在 这 种 情况 下 ， 可 以 
试 重新 设 定 决策 变量 。LP 建 模 过 程 具有 较 大 的 灵活 性 ， 通 过 大 量 的 实例 ， 积 办 经 验 ， 学 


会 充分 利用 建立 相关 约束 的 方法 或 增加 一 些 决策 变量 来 解决 建 模 问题 通过 对 实际 案例 的 
深入 研究 提高 建 模 的 能 力 。 


案例 2-1 媒体 选择 问题 


媒体 选择 的 基本 任务 是 制定 媒体 在 类 别 与 载 具 的 选择 方向 。 它 是 从 产品 ,企业 ,市 场 
环境 ,消费 者 等 各 营销 要 素 出 发 ， 去 寻找 适合 产品 销售 ,企业 发 展 的 广告 媒体 。 本 例 以 影 
响 力 指数 为 目标 ,制订 广告 计划 ， 请 阅读 案例 2 一 1。 
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分 析 “金城 自行 车 公司 广告 媒体 选择 的 目的 是 使 广告 影响 力 指数 最 大 化 。 其 限制 性 因 
素 包括 ， (可 达 消 费 者 人 数 不 少 宇 200 000 人 ; 2) 电视 广告 影响 力 比较 大 ， 其 广告 数 
量 不 少 于 10 个 ， 其 中 黄金 档 不 少 于 2 个， MN 000 元 ,电视 广告 费 不 多 于 
180 000 元 。 x _ 
LP 建 模 设 已 Ql) 3 3, 4， 5 从 别 信 谷 滋 1( 非 黄 低档 )， 电视 2( 黄 金 档 )， 报 
网 络 ， 条 志 庆 定夺 休 上 投入 的 六 和 
日 标 西数 > 最 大 的 总 影响 力 ， 即 : / 

max zx 一 65zi 十 90z? 十 30zs 十 40z4 十 20zs 


纸 


限制 条 件 : 
可 达 消 费 人 数 不 少 于 2 400 000， 即 : 
15 000z 十 20 000zz 十 40 000zs 十 12 000z4 十 10 000zx; 宇 2 400 000 
电视 广告 数量 的 限制 : 电视 非 黄金 档 不 少 于 10 个 ， 电 视 黄 金 档 不 少 于 2 个 有 : 
坟 十 关 之 10，， 之 2 
广告 的 总 预算 限制 为 300 000 元 ， 即 : 
1 500zi 十 4 000zxz 十 2 000zs 十 450zr: 十 600zs 委 300 000 
其 中 ,电视 的 广告 预算 为 180 000 元 ， 有 : 
1 500z1 二 4 000zx; 夺 180 000 
媒体 可 提供 广告 数 限制 : 根据 表 2-9 可 有 : 
X15, zl10, zs<40, nS20, zee15 
综 上 所 述 ， 该 问题 的 LP 模型 为 : 


ooooooooooesosoooosoooosoooooooooooooovosoooooooooooooooooooooooooooroooooorooooooooooooeooov， 第 2 剖 线性 规划 








max z= 二 65Zz1 十 90xs 十 30xs 十 40z4 十 20xs 

15 000z1 十 20 000zs 十 40 000zs 十 12 000z: 十 10 000x; 宇 2 400 000 

Zi 十 zz 之 10 

1 500zi 十 4 000z: 十 2 000x; 十 450x4 十 600xs 志 300 000 
“1 500x1+4 000z,<180 000 

X15, 2<zr:10, zs40, x20, zs15 

Zi 之 0(j=1, 2, 3, 4, 5) 

决策 建议 求 得 结果 : 每 个 广告 媒体 按 可 提供 的 广告 数量 上 限 ; 总 费用 160 500 元 ， 

电视 广告 费用 62 500 元 ,广告 达 消费 者 人 数 2 415 000 人 ， 广 告 影响 力 指 数 4 175。 


案例 2-2 投资 计划 问题 1 


投资 计划 的 基本 任务 是 确定 企业 资金 的 投资 方向 。 它 属 : Gt. 关系 企业 
的 生存 与 发 展 。 A 日， 
对 所 选择 的 投资 项 目 进 行 优 化 组 合 。 ey 





分 析 ”该 问题 的 目标 是 通过 4 个 项 目的 投资 在 第 5 年 末 获 得 最 大 利润 。 

约束 限制 为 ， 每 年 投资 额 应 等 于 当年 可 用 于 投资 的 金额 ， 以 获得 增值 。 从 第 2 年 年 初 
开始 ， 每 年 的 投资 额 限制 为 投资 回报 的 本 利和 。 

构建 LP 模型 设 zxj(i 二 1，2，3，4，5; j 王 1，2，3，4) 表 示 第 i 年初 投资 于 第 j 个 
项 目的 金额 ) 王 1，2，3， 4 分 别 表示 项 目 A、B、C、D。 根据 题 意 : 

(1) 项 目 A 可 在 第 1~5 年 年 初 投 资 , 第 1 en 5 年 年 末 ( 即 第 2 年 年 初 ~~ 第 6 
年 年 初 ) 收 回 投资 的 1. 1 倍 ( 见 表 2- 13A 列 )。 

(2) 项 目 B 可 在 第 1 一 4 年 年 初 投资 ， 第 2 年 年 末 至 第 5 年 年 末 ( 即 第 3 年 年 初 ~ 第 6 
年 年 初 ) 收 回 投资 的 1. 25 倍 ( 见 表 2- 13B 列 )。 


(3) 项 目 C 只 能 在 第 3 年 初 投资 ， 第 5 年 末 收回 投资 的 1.4 倍 。 
(4) 项 目 D 只 能 在 第 2 年 初 投资 ， 第 5 年 末 收 加 投资 的 1. 55 倍 。 
表 2-13 决策 变量 表 























项 目 投资 额 收回 本 利 
时 间 A B C D A B C D 
第 1 年 年 初 x Xls 
第 2 年 年 初 Za Ta Ta l. 1 
第 3 年 年 初 al Ts Ta 1. lz 
第 4 年 年 初 Xn Tl 1.1xa 
第 5 年 年 初 Zl 1.1zu 
第 5 年 年 末 17KX 1.4xs | 1.55zs 
投资 额 限制 900 2400 | 3000 YN 


zi 一 6 000 




















max = 一 1. lzs1+1. 2580 4z, 十 1.55za 

约束 条 件 ， ,> 

第 1 年 年 初 ; 可 投资 的 有 西 个 项 站 和 部 党 投资 额 (启动 资金 6 000 万 元 )， 即 :zu 十 
xx 

X | 本 





第 2 年 年 初 : zs pz , 
第 3 年 年 初 : za Hse + 名 lz 十 1 ‘ey Ww 
第 4 年 年 初 : zu T=1. 1za 1. 25z 2 AN 
第 5 年 年 初 ; fl. lza 十 1. 25zs 条 
其 他 的 限制 条 件 ， 各 个 产品 项 目 投资 数额 的 限制 
项 目 B 的 投资 限制 xa<900(i=1, 2, 3, 4); 
项 目 C 的 投资 限制 ， x; 三 2 400; 项 目 D 的 投资 限制 : zz 二 3 000 
决策 变量 的 非 负 约束 ; zxi， zjs， x3s， za 宇 0(i=1, 2, 3, 4, 5; j=1, 2, 3, 4) 
综 上 所 述 ，LP 模型 如 下 : 

max z=1. 1zil 十 1. 25ziz 十 1. 4zss 十 1. 55z2 
Xu 十 X12 二 6 000 
一 1. 1zu 十 zi 十 zzz 十 zz 一 0 
Xa 十 X32 十 X33 一 1. 1zzi 一 1. 25zlz 一 0 
rl 17 一 和 名 一 0 
zii 一 1.1zi 一 1.25zaz 一 0 
za<900(i 一 1，2，3，4); ra 和 2 400; za<3 000 
Za, Xs Xs, Xu0(i=1, 2, 3, 4, 5; j=1, 2, 3, 4) 
决策 建议 ”由 计算 结果 见 表 2- 14， 最 优 值 ， 可 获 投 资本 利和 1 024. 5 万 元 。 


























表 2- 14 投资 决策 与 收益 表 



































第 1 年 年 初 5 100 900 

第 2 年 年 初 1 890 720 3 000 5 610 

第 3 年 年 初 804 2 400 2 079 1 125 
第 4 年 年 初 900 900 
第 5 年 年 初 1 005 1 005 
案例 2-3 自制 /外 购 决策 问题 YA 





,KN 

自制 和 外 购 的 决策 属于 生产 运作 总 体 战 略 ， 其 选择 原则 可 能 是 多 方面 的 ， 如 哪个 成 本 
更 低 ? 可 安排 多 少 人 就 业 ? 哪个 质量 更 好 ? 假定 本 例 是 以 利润 最 大 化 为 目标 的 ， 则 应 选择 
哪 种 方式 ?请 阅读 案例 2- 3。 LA 人 
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分 析 ”该 企业 的 目标 是 实现 3 种 新 产品 利润 最 大 化 。 
限制 因素 : 计划 期 内 铸造 、 机 加 工 和 装配 3 个 加 工 中 心 的 最 大 生产 能 力 分 别 是 8 000 
小 时 、12 000 小 时 、10 000 小 时 。 
构建 LP 模型 
(1) 选择 决策 变量 
产品 丙 必 须 自 制 ， 产 品 甲 、 乙 即 可 自制 也 可 外 购 。 因 此 需要 5 个 决策 变量 。 
设 如 ， xs，Xz3，X4， zs 依次 表示 自制 产品 甲 产品 数量 、 自 制 产 品 乙 产 品 数量 、 自 制 
产品 丙 产 品 数量 、 外 购 产 品 甲 产品 数量 、 外 购 产 品 乙 产品 数量 。 
(2) 目标 函数 
本 问题 目标 函数 是 实现 计划 期 内 新 产品 的 利润 最 大 化 。 目标 由 下 式 确 定 : 
单位 利润 = 销售 单价 一 沁 单 位 KK 
自制 产品 甲 的 单位 利润 c 一 23 一 (3 十 2 十 3) 一 15( 元 dR 
自制 产品 乙 的 单位 利润 c= 二 18 一 (5 十 1 十 2) 二 10( Rp 
自制 产品 丙 的 单位 利润 :一 16 一 (4 十 ot 
外 购 产 te a 3( 元 / 件 ) 
外 购 产 品 乙 的 单位 利润 c; 二 18 NAN 一 9( 元 / 件 ) 
于 是 得 到 目标 两 数 为 NA 
max $= 3X 十 10zz 十 7x3 直 ti 后 
(3) 自制 和 外 购 计划 的 限制 条 件 。 wl 
甲 、 乙 、 丙 3 种 新 产 品 丙 生 产能 力 水 下 多 水 痒 要 受到 铸造 、 机 加 工 和 装配 3 个 加 
工 中 心 所 提供 设备 生产 能 力 的 限制 。 下 久之 
铸造 中 心 SP 寺 限 制 ，5z 十 10zxz 十 7x; 寺 8 000 
工时 限制 ， 6x 十 4zz 十 8zs 十 6x1 十 4x; 过 12 000 
装配 中 心 工 时 限制 3z1 十 2zz 十 2z3 十 3z4 十 2x; 志 10 000 
决策 变量 的 非 负 约 束 : xi 宇 0(i 二 1,，2,，…，5) 
综 上 所 述 ， 该 问题 的 LP 模型 为 : 
max z=15x1 十 72 十 13z 十 9zs 
5zi 十 10zz 十 7zs 委 8 000 
6zli 十 4zz 十 8zxs 十 6z: 十 4zs 魏 12 000 
3zi 十 2zz 十 2zxs 十 3z 十 2zs 委 10 000 
ZiE0 (=1，2，…，5) 
用 Lingo 求解 该 问题 得 : 
Global optimal solution found. 
Objective value: 29400. 00 


Total solver iterations : 2 



























































en 第 2 剖 线性 规划 


Variable Value Reduced Cost 
X(1) 1600. 000 0. 000000 
X(2) 0. 000000 2. 000000 
X(3) 0. 000000 13. 10000 
X(4) 0. 000000 0. 5000000 
X(5) 600. 0000 0. 000000 
Row Slack or Surplus Dual Price 

昌 29400. 00 1. 000000 
2 0. 000000 0. 3000000 
3 0. 000000 2. i 


4 4000. 000 
优化 结果 显示 : 最 优 方 案 为 自制 产品 甲 1 600 件 ， a 
元 。 由 松弛 变量 可 知 ， 装 配 工时 还 有 4 000 剩余 。 和 
决策 建议 自制 甲 产 品 1 600 件 ， oo 装配 中 心 4 000 剩余 工时 可 承 
揽 其 他 业务 。 


案例 2-4 合理 下 料 问 题 NS 


在 加 工业 中 ， at a 原材料 有 已 知 的 固定 规格 ， 
要 切割 成 若干 种 给 定性 坏 ， 在 各 种 零 一 定 的 前 提 下 ， 考 虑 设计 切割 
方案 使 得 用 料 最 少 De 
一 维 问 是 最 简 单 - 





分 析 该 问题 是 在 满足 工程 需求 的 前 提 下 , 求 钢材 用 料 最 省 。 

基本 思路 是 ， 先 设计 条 材 的 各 种 可 能 的 较 省 的 截取 方式 ， 再 以 余 料 最 少 为 目标 优化 各 
种 截取 数量 。 

构建 LP 模型 对 条 材 长 7. 4m， 需 要 的 规格 2. 9m、2. lm、1. 5m, 设计 截取 方法 见 
表 2-17。 


表 2-17 专用 钢 架 下 料 方案 

















毛坯 规格 | 方案 一 | 方案 二 | 方案 三 | 方案 四 | 方案 五 | 方案 六 | 方案 七 | 方案 八 
2.9 2 1 人 1 0 0 0 0 
| 0 2 1 0 3 2 1 0 
1.5 1 0 jl 3 0 2 3 4 
合计 7.3 7.1 6.5 7.4 6.3 六 6.6 6.0 

剩余 料 头 0.1 0.3 0.9 0 1.1 0.2 0.8 1.4 


























(1) 选 择 决 策 变量 : 设 x (j 二 1，2，…，8) 为 第 j 种 方案 下 料 的 原 钢 根 数 。 

(2) 目 标 函 数 : 根据 目标 要 求 ， 厅 以 于 丙种 形式 的 目标 本数 种 是 所 使 用 的 钢材 
的 根 数 最 少 ， 另 一 种 是 每 一 种 裁 料 方案 所 剩 的 余 料 最 少 。 如 果 一 种 裁 料 方案 余 料 为 堆 ， 会 
造成 目标 函数 对 该 方案 的 变量 失去 约束 ， 造成 模型 的 隐 仿 逻 可 错误 。 因此 使 用 第 一 种 形 
式 。 日 标 函数 为 : 



























z7 


min z 一 Zi 十 zz Ha 

(3) 约束 条 件 : 每 种 规格 需要 
圆 钢 各 一 根 ， 为 了 完成 跨度 为 9m 的 专项 E> 需要 制作 100 套 专 用 钢 架 H, 所 以 需要 
2.9m、2. lm、1. 5m 的 圆 钢 最 少 为 108 粮 }、 

2. 9m 圆 钢 的 总 根 数 : 2z; 十 zx 三 100 了 

2. lm 圆 钢 的 总 根 数 : 2ze 贡 2 zs +224 十 x1 六 10 信 > 

1. 5m 圆 钢 的 总 根 数 :xi 十 移 ;十 3z4 十 2zx6 十 3. 

决策 变量 的 非 负 约束 -x; 宇 0(j 二 1，2， x8) 

综 上 所 述 ， 该 问题 的 LP 模型 如 下 > 






























VY 六 nin z= x 1TXz Fz 3 t hy Txs TXe TXr TTXs 
入 yg 271 十 Xi 十 Xs 十 4 三 100 
2zz 十 zs 十 3zxs 十 2x6 十 xz? 二 100 
3 2 寺田 十 3 十 224 十 327 十 4 三 100 





已 志 0 且 为 整数 (一 1，2，…，8) 
决策 建议 ”对 模型 优化 结果 : 第 1 种 方式 截取 10 根 ， 第 2 种 方式 截取 50 根 , 第 4 种 
方式 截取 30 根 ， 各 种 规格 圆 钢 正好 100 根 。 


和 小生 


本 章 主要 内 容 包括 线性 规划 问题 ， 线 性 规划 模型 的 特性 与 结构 ; 线性 规划 模型 的 图 解法 和 单纯 形 
法 ; 注重 于 利用 应 用 案例 的 分 析 实 现 对 实际 系统 进行 描述 与 建 模 ， 并 运用 计算 机 求解 。 

线性 规划 问题 是 指 可 以 建构 线性 规划 模型 的 一 类 实际 问题 。 许 多 实际 经 济 管理 问题 可 以 归 为 线性 
规划 问题 ， 通 过 线性 规划 模型 实现 资源 的 优化 配置 。 

人 决策 变量 (TI1 Xs，*…。z,) 表 示 要 寻求 的 方案 ,每 一 组 值 就 是 一 个 

; 约束 条 件 是 用 等 式 或 不 等 式 表示 的 限制 条 件 ; 一 定 有 一 个 最 优 的 目标 ， 最 大 或 最 小 ; 所 有 函数 























知音 线性 规划 汪 \ 





™w 
都 是 线性 的 。 
线性 规划 模型 具有 一 般 表 达 式 的 结构 。 为 了 便于 线性 规划 模型 的 求解 ， 将 模型 一 般 表 达 式 转化 为 
标准 形式 。 


线性 规划 模型 的 求解 方法 包括 几何 学 的 图 解法 和 代数 学 的 单纯 形 法 。 图 解法 简单 直观 地 总 结 出 线 
性 规划 模型 解 的 4 种 情况 ,为 理解 线性 规划 理论 商定 了 基础 。 

线性 规划 的 理论 主要 介绍 了 线性 规划 解 的 概念 、 线 性 规划 求解 的 基本 思路 、 判 断 线性 规划 解 的 定 
理 。 基 于 线性 规划 理论 ， 总 结 出 线性 规划 求解 的 基本 步骤 ， 利 用 单纯 形 表 实现 了 求解 步骤 的 表格 化 。 

建立 线性 规划 模型 是 线性 规划 的 关键 ， 利 用 经 济 管理 中 的 媒体 选择 问题 、 投 资 计划 问题 、 自 制 与 
[人 合理 下 料 问题 详细 阐述 了 线性 规划 模型 的 建立 计算机 求解 和 解 的 分 析 。 


号 全 
入 二 ” 关 健 术语 











, 稳 


~ 


线性 规划 (Linear Programming) 

约束 条 件 (Subject To) 

可 行 域 (Feasible Region) 

右 端 项 (Right 一 hand Side) 

基 (Basis) i 的 
NS 

非 基 变 量 (Non 一 basis Variablea AN 

基 可 行 解 (Basic Feasible ‘Solution) 

最 优 值 (Optimal Valuey” KK 


+ 


| 全、 知识 链接 “人 x 


上 ein Function) 
决 量 (Decision Variable) 
本 行 (Feasible Solution) 


> ,MCGraphical Solution) 
\ 八 


基 变 量 (Basis Variable) 

基 解 (Basic Solution) 

最 优 解 tOptimal Solution) 
,单纯 形 法 (Simplex Method) 
WILL 


SN 


AN a 
判断 线性 划 角 的 定理 证 明 可 阅读 《运筹 学 基础 及 应 用 》 第 5 版 ( 胡 运 权 / 高 等 教育 出 


版 社 ) 第 18- 21 页 。 


a 
1. 判断 正 误 。 
(1) 图 解法 提供 了 求解 线性 规划 问题 的 通 
(2) 用 单纯 形 法 求解 一 般 线性 规划 时 ， 当 
妆 亿 0， 则 问题 达到 最 优 。 
(3) 在 单纯 形 表 中 ， 基 变量 对 应 的 系数 矩 





方法 。 ( ) 
目标 函数 求 最 小 值 时 ， 若 所 有 的 检验 数 cj 一 
( 











阵 往往 为 单位 矩阵 。 


(4) 满足 线性 规划 问题 所 有 约束 条 件 的 解 称 为 基 可 行 解 。 
(5) 在 线性 规划 问题 的 求解 过 程 中 ， 基 变量 和 非 基 变量 的 个 数 是 固定 的 。 
(6) 图 解法 与 单纯 形 法 虽然 求解 的 形式 不 同 ， 但 从 几何 上 理解 两 者 是 一 致 的 。 
(7) 标准 形式 的 线性 规划 问题 ， 其 可 行 解 一 定 是 基 可 行 解 ， 最 优 解 一 定 是 可 行 解 。 

( ) 
(8) 线性 规划 问题 中 ， 如 果 在 约束 条 件 中 出 现 等 式 约束 ,我 们 通常 用 增加 松弛 变量 的 





) 
( ) 
( ) 
( 
( ) 
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方法 来 产生 初始 可 行 基 。 ¢ -7 
(9) 为 了 得 到 一 种 线性 规划 模型 普遍 使 用 的 求解 方法 ， 首 先 将 线性 规划 模型 的 一 般 表 
达 式 转化 为 线性 规划 标准 式 。 总 
(10) 线性 规划 问题 的 基 解 对 应 可 行 域 的 顶点 。 (  ) 
(11) 单纯 形 法 解 标准 的 线性 规划 问题 时 ， 按 最 小 比值 原则 确定 换 出 基 变 量 是 为 了 保 
证 迭代 计算 后 的 解 仍 为 基 可 行 解 。 ( ) 
(12) 单纯 形 法 求解 标准 线性 规划 问题 时 ， 当 所 有 检验 数 cj 一 zj 三 0， 就 可 以 判定 表 中 
的 解 为 最 优 解 。 ( ) 
(13) 线性 规划 问题 的 标准 型 最 本 质 的 特点 是 变量 和 右 端 项 要 求 非 负 。 ( ) 
(14) 单纯 形 表 是 线性 规划 模型 的 表格 化 。 ¢ 


Ci 





r 《 | 
6 在于 和 中 ， 妇 不 小 人 人 人吉 痪 迪生 区 在 下 一 个 人 中 
至 少 有 一 个 基 变 量 的 值 是 负 的 。 A ( 也 
07 线性 规划 模型 中 增加 一 个 约束 条 信 ， 可 行 城 的 范围 一 筑 将 缩小 ,减少 一 个 约束 
条 件 ， 可 行 域 的 范围 一 般 将 扩大 。 :20X ， 区 
(18) 用 单纯 形 法 求解 标准 形式 ( 求 最 小 值 ) 的 线性 规划 问题 时 ， 与 6 一 zj 过 0 对 应 的 变 
量 都 可 以 被 选 作 换 入 变量 。 MN 厂 和. 
(19) 在 单纯 形 法 计算 中 ,选取 最 天正 检 验 数 .对 应 玖 变量 x 作为 换 入 变量 ， 可 使 目 
VX 


标 函 数值 得 到 最 快 的 增加 。 NL ” 6 
(20) 如 果 一 个 线性 疯 划 问题 有 可 行 解 ， 那 么 它 必 有 最 优 解 。 ( ) 
2. 简 答 下 列 问 题 。 | Re 


(1) 什么 是 线性 规划 模型 ? 在 模型 中 各 系数 的 经 济 意 义 是 什么 ? 

(2) 线性 规划 问题 的 一 般 形式 有 何 特征 ? 

(3) 建立 一 个 实际 问题 的 数学 模型 一 般 要 几 步 ? 

(4) 求解 线性 规划 问题 时 可 能 出 现 几 种 结果 ? 哪 种 结果 反映 建 模 时 有 错误 ? 

(5) 什么 是 线性 规划 的 标准 型 ?如何 把 一 个 非 标准 形式 的 线性 规划 问题 转化 成 标准 
形式 ? 

(6) 线性 规划 标准 型 中 为 什么 规定 X 二 0，1 二 0? 

(7) 试 述 线性 规划 问题 的 可 行 解 、 基 解 、 基 可 行 解 、 最 优 解 、 最 优 基 解 的 概念 及 它 人 
之 间 的 相互 关系 。 

(8) 试 述 单纯 形 法 的 计算 步 又。 

(9) 线性 规划 单纯 形 法 得 到 一 组 基 可 行 解 后 ， 进 行 旋转 变换 ， 所 得 到 的 解 是 否 还 是 基 
可 行 解 ? 为 什么 ? 

(10) 线性 规划 模型 解 存在 几 种 情况 ， 在 单纯 形 法 中 ， 如 何 判断 解 的 情况 ? 
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3. 将 下 列 线性 规划 问题 转化 为 标准 型 。 











(1) max z 一 3zl 十 2zz 十 4zs 一 8zi (2)min w 一 3zi 十 2zz 十 4zs 十 z4 
2 十 2zz 十 5zs 十 6z 之 8 XT1 一 Zz 十 2zs 十 守 9 
和 一 2 二 5 二 3z 一 5 过 3 i Latz m5 
2z1 二 4zs 二 4z3 一 5z4 二 18 Zn 
Xl 之 0，Zx2 宇 0，Zx3 宇 0，x 无 约束 XI，X2 之 0，x3 夺 0， x 无 约束 
4. 用 图 解法 解 下 列 线性 规划 。 
(1) max z 一 50zi 十 30z? (2)max xz 一 2zi 十 2zs 
4z1 十 3zz 妇 120 Ti—m>—1 
s.t,.4271 二 xs 寺 50 24 一 0,.5zi 十 六 2 
2 0 ls 0 
5. 用 单纯 形 法 解 下 列 线 性 规划 问题 。 S 必 
(1) max z 一 2zl 一 zz 十 zs (2) ma. 2 2x3 
2z1 十 zz 十 zx3 寺 4 KS 2zz 十 4zs 一 12 
ZI 十 2zs 委 10 S- 2z72— x312 
“|2xi+4zs+zxs<8 | NN “|z<5 
XT1, Zs, Xs0 "RS Tl, Ta, Ts0 
(3) max zx 一 3zli 十 zz 十 3z3 (4)min 妈 一 一 2zi 一 zz 十 3z3 一 4z4 
zi > 3 十 2xs 十 4x3 一 x1 寺 6 
er 二 32 一 世 十 妇 祥 18 
|]2z 十 2z 0 Xi 十 X2 十 ZX3 寺 4 
NS Tl, Xa, TX3s X10 
6. 用 大 wir 规划 问 E] 
(1) max 十 Sz: 十 xy (2)max z=2x1 十 X2 十 x3 
十 2xz 十 Zs 宇 16 271 二 xi 十 Zz 二 2 
ee 2zi 十 zz< 委 4 Zi 十 2z: 魏 10 
Zi 十 z 一 2 一 6 2z 十 4z 十 zs 妇 8 
Xi» Xs 20 Ti Za Ls>0 


7. 案例 一 ”阅读 案例 2- 5， 并 帮助 该 公司 制订 使 计划 期 获 利 最 大 的 投资 方案 。 





8. 案例 二 ”阅读 案例 2-6， 并 帮助 该 制 衣 厂 使 其 总 的 加 工 费 用 最 小 。 


10. 案例 四 阅读 案例 2- 8， 并 帮助 该 制 衣 厂 制订 使 总 加 工 成 本 最 小 的 生产 方案 。 





11, 案例 五 ”根据 以 下 案例 所 提 
(1) SYTECH 公司 建立 了 一 个 


(2) 针对 和 需求、 资源 、 外 
a. 若 爱 尔 兰 工厂 的 
b. 若 爱 尔 兰 工厂 6 
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12. 实验 一 

【实验 目的 】 
【实验 内 容 】 
【实验 环境 】 
【实验 要 求 】 
13. 实验 二 

【实验 目的 】 
【实验 内 容 】 
【实验 环境 】 
【实验 概 求 】 


掌握 WinQSB，Lingo 和 Excel 求解 线性 规划 的 方法 。 

分 别 用 WinQSB，Lingo 和 Excel 求解 6(1)LP 问题 。 

Excel 2003 及 以 上 版 本 、WinQSB、Lingo、ExcelORM。 

提交 实验 报告 ， 内 容 包括 : (1) 简 述 实验 过 程 ;(2) 曾 述 实验 结果 。 


强化 训练 ,掌握 Lingo 编程 或 Excel 建 模 。 

编写 案例 题 5 的 Lingo 求解 程序 或 建立 Excel 模型 。 

Lingo 或 Excel 2003 十 ExcelORM 

提交 实验 报告 ， 内 容 包 括 : (1) 程序 代码 或 Excel 模型 ; (2) 运 行 结果 。 











才学 目标 \ 


JiRB 标 技能 目标 应 用 方向 










1. 理解 核心 概念 A 1. 能 利用 音 纯 稍 表 进 行 灵敏 | 合理 组 织 人 、 财 、 
对 偶 问题 “对偶 定 义 对 个 定理 影子 价格 , 物力 的 单 目标 最 优 





灵敏 度 分 析 < 2. 党 握 Excel 中 规划 求解 工 | 化 问题 


党 所 对 偶 问 题 的 基本 解法 局 这 具 、Lingo 或 WinQSB 进 
掌握 影子 价格 的 售 义 行 敏感 度 分 析 的 方法 ， 并 
. 会 根据 最 终 单纯 形 表 对 于 资源 项 、 目 标 系数 | ”能 解读 敏感 性 报告 
变动 进行 敏感 度 分 析 







中 加 














LP 的 对 偶 模 型 及 基本 性 质 





对 偶 单纯 形 法 
影子 价格 
敏感 度 分 析 


计算 机 求解 报告 
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转 ” 导 入 案例 
一 一 一 一 一 


出 租 还 是 自己 组 织 生产 ? 
首先 回顾 第 2 章 导 入 案例 建立 的 线性 规划 模型 : 





其 中 x1，xe 表示 两 种 产品 的 数量 ,目标 函数 < 表示 销售 收入 ， 两 个 技术 约束 不 等 式 反映 了 两 个 设备 
资源 的 约束 ， 这 是 一 个 使 收益 最 大 化 的 最 优 计划 模型 。 


现在 换个 角度 讨论 这 个 问题 。 ge 

假 落 由 于 甘 种 原因 ， 该 企业 打算 放弃 生产 产品 的 项 目 ， 而 将 所 有 收取 租金 。 那 么 ， 在 考 
谍 到 设备 出 租 市 场 况 争 条 件 下 ， 如 何 确定 3 种 设备 单位 台 时 的 CW 企业 不 至 于 伺 本 。 

问题 ; 

1 可 以 从 几 个 角度 建立 线性 规划 模型? KC 

2. 如 何 建 立 该 问 是 的 数学 模型? 

3， 利 用 什么 方法 对 该 问题 的 数学 楼 型 求解 2 

对 于 线性 规划 问题 ， 有 一 个 有 趣 任何 一 个 线性 规划 问题 都 存在 一 个 伴生 的 线 
性 规划 问题 ， 我 们 称 为 “对 偶 ”。 We 
经 济 管理 实际 问题 内 在 的 经 济 系 和 En 


坎 Ne? 1 eli 
次 - 

3. 1. 1 对 个 | 

在 这 一 节 中 ， 将 从 经 济 意 义 上 研究 线性 规划 的 对 偶 问 题 ， 可 以 从 资源 利用 的 不 同 角度 
对 线性 规划 问题 进行 分 析 ， 利 用 有 限 的 数据 ， 得 到 更 多 的 有 用 信息 ， 为 企业 经 营 决策 提供 
更 多 的 科学 依据 。 

导入 案例 分 析 : 

设 yy ，y 分 别 表示 设备 A， 设备 B 的 台 时 估价 。 

企业 运转 设备 A， 设 备 也 分 别 为 2 小 时 ，1 小 时 就 可 以 生产 出 一 个 单位 产品 甲 ， 取 得 
3 千 元 的 销售 收入 。 如 果 将 所 有 设备 出 租 ， 出 租 2 小 时 的 设备 A，1 小 时 的 设备 B 所 取得 
的 租金 收入 为 2y 十 y;。 为 了 企业 不 至 于 蚀 本 ， 在 为 设备 A 确定 租金 价格 时 ， 应 保证 用 于 
生产 产品 甲 的 各 种 设备 台 时 得 到 的 租金 收入 不 能 低 于 产品 甲 的 单位 销售 收入 3 千 元 。 
此 有 : 

















2 十 % 之 3 
同 理 考 虑 产品 乙 ， 用 于 生产 一 件 产品 乙 消耗 设备 A， 设 备 B 台 时 分 别 为 1 小 时 ，1 小 
时 所 得 到 的 租金 收入 yi 十 y; 不 能 低 于 产品 乙 的 单位 利润 2 千 元。 因此 有 : 
My: 之 2 
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另外 ,设备 租金 的 价格 不 能 为 负 值 ， 所 以 w 过 0(i 一 1，2)。 
企业 在 计划 期 内 拥有 有 限 的 设备 生产 能 力 ， 设备 A, 设备 也 的 总 台 时 数 分 别 为 10，8 
小 时 ， 如 果 将 设备 的 所 有 台 时 都 用 于 出 租 ， 企 业 的 总 租金 收入 为 : 
w=10y1 十 8y 
由 于 承租 方 是 理智 的 ， 他 必然 设法 以 最 低 租 金 支 出 取得 设备 使 用 权 ， 故 目标 要 求 为 极 
小 。 综 合 上 述 分 析 ， 可 以 得 到 一 个 与 引 例 相 对 应 的 线性 规划 ， 即 : 





称 式 3. 2 是 前 一 个 线性 规划 式 3. 1 的 对 偶 规 划 ， 反 之 
式 3. 2 的 对 偶 规 划 。 

由 于 资源 的 多 用 途 性 ， 所 以 对 资源 的 利用 可 Lb 角度 出 发 ， 实 现 资源 的 优化 配 
置 。 在 本 案例 中 ， 可 以 利用 设备 进行 产品 生产 ， ae 实现 获取 利润 的 目 
的 。 0 经 济 管理 问题 进行 分 析 研究 ， 所 以 它们 


3. 1 是 后 一 个 线性 规划 


之 间 存在 密切 的 关系 。 


NS 对 偶 
上 述 案例 从 一 Wr mm, 得 到 对 偶 规划 。 实 际 
上 ， 对 于 一 般 线 可 以 直接 给 et 对 偶 规 划 模型 分 为 对 称 形式 和 
非 对 称 形式 。 


(1) 对 称 i. 
导入 案例 中 的 一 对 规划 就 是 对 称 形式 ， 为 了 清楚 起 见 ， 将 它们 重新 表示 如 下 : 


原始 规划 : 对 偶 规划 : 
max z=3X1 十 2x2 min w= 10y 二 8y; 
2zi 十 z 委 10 2 十 % 之 3 
5 ss 5 sr 
XT1, X20 1, 0 
推广 到 一 般 : 


若 原始 规划 是 : 
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对 偶 规划 的 定义 为 : 





LP 式 3.3 与 LP 式 3.4 称 为 具有 对 称 形 式 的 对 偶 关 系 。 可 见 对 于 对 称 形 式 LP 模型 有 
如 下 对 应 关系 ( 见 表 3- 1)。 














表 3-1 原 规 划 与 对 偶 规划 的 对 应 关系 表 - 





(1) 决 策 变量 y 宇 0(m 个 ) 


(2) 目 标 min 
(3) 约 束 符 宇 (个 ) 
4) 约束 系数 AT 
(5) 右 端 硕 这 


(6) 目 标 系数 


(2) 款式 的 全 
除了 对 称 形 式 和 二 对 称 形式 的 对 偶 关 系 ， 对 于 非 对 称 形 
式 的 规划 ， 可 


so 和 了 
- 表 3- 2 非 规范 型 LP 原 问题 与 对 偶 问题 对 应 关系 表 


目标 函数 max 目标 函数 min 





入 
沁 
深 
二 
TV 全 
他 
HAVE 
o> 
法 
如 


约束 右 端 目标 系数 
约束 系数 (A) 约束 系数 (A 的 转 置 ) 








i ce 


【 例 3.1】 写 出 下 列 线 性 规划 的 对 偶 规 划 : 
max z=ZX1 十 2x2 
2x1 一 zs 宇 1 
有 Zi 十 3zz 一 5 
wR 2zi 十 zz 委 8 
ZI 过 0，z2 无 符号 约束 
解 ”依照 对 应 关系 有 : 
原 问 题目 标 max~~ 对 偶 问 题目 标 min， 原 问题 右 端 项 一 对 偶 问 题目 标 系 数 ， 得 对 偶 问 
题目 标 函数 。 
原 问 题 约束 系数 转 置 对偶 问题 约束 系数 ， 原 问题 目标 系数 一 对偶 问题 右 端 项 ， 原 问 
题 变量 +1 过 0，xz; 无 符号 约束 一 对 贷 问题 约束 符 “ 寺 ”"、“ 二 ”， en 问题 约束 。 
原 问题 约束 符 “ 之 "、“ 一 ”"“ 委 ”， 对 偶 问 题 变量 sa: 约束 ，y; 宇 9。 于 是 得 
对 偶 问 题 LP。 ~ 








min w= +5y 8 
| 十 六 十 有 SS 
Sl. [RS 
为 所 9， 说 无 约束 ，y; 宇 0 
NY 


3.1 3 对偶 问题 的 基本 性 质 。、、 2 
A ,党 
原 问题 与 对 个 问题 存在 下 风 生 六 性 质 .0 XXX 
1) 对 称 性 人 SN 
对 个 规划 的 对 得 是 原 规划 。 Re VY 


这 个 性 质 说 明 ， 对 个 关系 是 相互 的 下 如 果 线 性 规划 甲 是 乙 的 对 个 ， 那么 乙 也 是 甲 的 
对 偶 。 
2) 弱 对 偶 性 
设 坯 (j 二 1，2，… 70) 与 %(i 王 1，2，…，m) 分 别 是 原 问 题 与 对 偶 问题 的 可 行 解 ， 则 
恒 有 : 
Do < Doh yi 


这 条 性 质 说 明 ， 对 于 一 对 对 称 形式 的 对 个 规划 而 言 ， 在 可 行 解 上 ， 相 应 的 极 大 化 线性 
规划 的 目标 函数 值 不 会 超过 极 小 化 线性 规划 的 目标 函数 值 。 

3) 最 优 性 

设 吉 0 二 1，2,，…, 0) 与 (i 二 1，2,，…， mm) 分 别 是 原 问 题 与 对 偶 问 题 的 可 行 解 ， 
且 恒 有 : 


Do = Db 
j=1 二 1 


@ 性 质 的 证 明 见 《管理 运筹 学 学 习 指导 书 》 第 3 章 。 


DD 


则 ZG 二 1，2，…， 加) 与 jy:(i 王 1，2,，…， mn) 分 别 是 原 问 题 与 对 偶 问题 的 最 优 解 。 

4) 无 界 性 

若 原 问题 (对 偶 问题 ) 具 有 无 界 解 ， 则 其 对 偶 问题 ( 原 问题 ) 无 可 行 解 。 

5) 强 对 偶 性 

若 原 问题 有 最 优 解 ， 则 其 对 偶 问题 也 一 定 有 最 优 解 ， 且 有 max z 二 min z。 

6) 互 补 松弛 性 

在 LP 的 最 优 解 中 ， 若 某 一 约束 的 对 偶 变 量 值 为 非 零 ， 则 该 约束 条 件 取 严 格 等 式 ; 反 
之 如 果 约 束 条 件 取 严格 不 等 式 ， 则 其 对 应 的 对 偶 变 量 一 定 为 零 ， 即 : 


如 果 叉 二 0, 则 Dawzj = 二 Bb; 车 es 二 b ， 则 yi 二 0。 
ft 





32 Nm 


he a 首先 求解 的 是 原始 
可 行 解 (要 求 所 有 右 端 项 非 负 ) 适用 范围 是 约束 符 全 为 “三 ”型 的 ; 若 存在 “之 ”或 

一 ”约束 ， 则 需 添 加 人 工 变量 ， 运 用 大 ML; 两 阶段 法 求解。 对 偶 单 纯 形 法 是 根据 对 偶 
问题 求解 的 特点 和 对 称 性 设计 出 的 一 种 不 浅 斩 人 大工 变量 ,求解 含有 “之 ”或 “一 ”约束 的 
LP 的 一 种 方法 。 对 约束 条 件 作 如 下 变色 六 


Dow > 时 ， mop 得 一 a 小 





3 Da Xj; = bh 人 3 Ti Sb; Es Ti <—b 


a RN 故 原 问题 的 解 不 是 可 行 解 。 
车 所 有 oj<0 则 对 侦 问 题 的 解 是 可 行 解 对偶 单纯 形 法 正 是 在 保持 对 侦 问 题 的 可 行 性 的 
情况 下 ， 通 过 洋 代 ， 使 原 问题 变 为 可 行 解 的 过 程 . 

可 见 对 侦 单 纯 形 法 在 求解 含有 “ 宇 ” 型 约束 的 LP 时， 由 于 不 引入 人 工 变 量 , 计算 比 
较 简 单 。 但 它 的 前 提 是 初始 表 中 所 有 6 三 0， 这 一 点 通常 难以 满足 ， 故 对 侦 单纯 形 法 很 少 
单独 运用 。 

对 偶 单纯 法 求解 LP 问题 的 步 又 如 下 ， 

(1) 将 模型 标准 化 : 


X=0 
在 标准 化 过 程 中 ， 震 约束 符 为 “三” 时 ,不 必 添 加 和 人工 变量 ,而 将 约束 两 端 乘 以 
一 1”， 变 为 “<”， 因 为 它 允 许 原 问题 为 非 可 行 解 。 
(2) 列 出 初始 单纯 形 表 , 计算 检验 数 ， 检 查 是 否 满足 对 偶 单纯 形 法 使 用 条 件 (要 求 对 
偶 问 题 为 可 行 解 ， 即 全 部 检验 数 非 正 )， 若 满足 转 下 步 。 
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(3) 确定 出 基 变 量 。 
对 于 小 于 0 的 基 变 量 ， 选 择 : 


对 应 的 基 变 量 x 作为 换 出 变量 ， 对 应 的 行 称 为 主 元 行 。 

(4) 确定 人 基 变 量 。 

在 保持 对 倘 问 题 可 行 性 的 前 提 下 减少 原始 规划 不 可 行 性 ,依据 最 小 比值 原则 (对 倘 0 
准则 ) 确 定 和 人 基 变 量 : 





则 选择 zx 作为 换 入 变量 ，x 所 对 应 的 系数 列 即 是 主 元 列 。 
主 元 行 和 主 元 列 交叉 处 的 元 素 就 是 主 元 素 au 。 
(5) 初等 行 变换 。 按 照 “ 主 元 素 ax ”进行 约束 方 阵 的 初等 行 变换 ， 将 主 元 
素 化 为 1， 主 元 素 所 在 的 列 化 为 单位 向 量 ， 并 相 inion tet 返回 步 
成 非 








回 











又 一 ， 用 新 的 单纯 形 表 代替 原来 的 表格 ， 然 后 (3) 和 步骤 (4) 。 
重复 以 上 步 又， 直至 儿 ny 负 元 素 即 得 到 最 优 单纯 形 表 。 


【 例 3.2】 用 对 偶 单纯 形 法 解 乡 
加 二 


~ 6 十 % 之 2 
> ‘| 次 





$7 六 a 
A V1, 2 
NS 乘 以 一 1， 引 / po 化 为 标准 形 ， 得 到 |， 


max z= Ni —24y2—5ys 


5y—2y—ys+ys=—1 

y0 (=1, 2, *…, 5) 

yy， 为 初始 基 变 量 ， 相 应 的 基本 解 Y==( 0,，0,0， 一 2， 一 1) 是 非 可 行 解 ， 检 验 数 
符合 最 优 检验 条 件 (o; 二 0)， 故 可 列表 利用 对 伪 单 纯 形 法 计算 ,计算 过 程 见 表 3- 3。 

表 3- 3 初始 对 偶 单纯 形 表 


|- 十 y% 一 一 2 























基 c EL —24 一 和 0 0 解 访 

ys 0 0 [—6] | 出 0 = 牧 

y 0 一 和 = = 0 1 = 
j=0—%) 15 24 5 0 0 
c/as = 4 5 一 一 























在 初始 对 偶 单 纯 形 表 中 ， 基 本 解 的 两 个 分 量 小 于 零 . 不 是 可 行 解 ， 需 要 进行 迭代 求解 
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新 的 基本 解 。 
(2) 在 必 列 中 ， 取 最 小 元 素 一 2， 所 在 的 第 一 行 对 应 的 基 变量 为 wy ， 所 以 w 为 出 基 变 
量 。 依 据 最 小 比值 : 








= =5 
= 











0 min | } min {4，5} 一 4 
变量 w 是 入 基 变 量 。 
(3) 以 az 为 主 元 素 ， 在 表 中 进行 迭代 计算 ， 得 到 表 3 - 4， 和 迭代 后 的 检验 数 仍然 是 





















































非 正 。 
表 3-4 初始 对 偶 单纯 形 表 
Wh a ys ys ys 
基 [ 15 一 24 一 9 上 Y 0 解 6; 
y 一 24 0 1 1/6 CR 0 1/3 
ys 0 5 0 [—2/3kKN Vi/3 1/3 
=0—% —15 0 A | 0 
c/ay 3 ,| EO 12 
一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
经 检验 , 表 3-4 中 基本 解 仍然 有 个 分 时 小 于 堆 ， 不 是 可 行 解 ， 继续 迭代 。 在 列 
中 ， 取 最 小 元 素 一 1/3 所 对 应 的 基 变 量 为 Ys 为 出 基 变量 。 由 于 比值 
MG 本 和 > 
0=min | 二 合生 
min 1 全 弘一 2/3， 二 | 3 X'2° 12] 5 
在 第 三 列 ， 故 对 应 的 变 显 S 是 进 基 变量 wu 


(4) 以 az 为 主 元 素 ， 在 表 中 进行 送 代 计算 得 到 表 3 - 


A 表 3-5 a 
































基 局 =15 一 24 = 0 0 解 儿 

2 24 5/4 a 0 1/4 1/4 1/4 

ys —5 15/2 0 1/2 一 9 1/2 
0 =0—% —15/2 0 0 —7/2 —3/2 








在 表 3- 5 中 ， 原 始 规划 与 对 偶 规划 均 为 可 行 解 ， 故 它 是 最 优 表 , Y* 二 (0, 1/4, 1/2, 0 
0), win=17/2。 
【 例 3. 3】 对 偶 单纯 形 法 解 下 面 线 性 规划 。 
max z 一 一 并 一 工 


| —27i 十 光 十 二 一 
St 

















1 大 三 
人 1 
zj;>0(j=1, 2, 3, 4) 
解 ”构造 对 偶 单 纯 形 法 进行 迭代 ， 见 表 3 - 6。 从 最 后 的 表 可 以 看 到 ,在 b 列 中 存在 





ooooooooosoooooosoooovoooooooooooooovooooooooooooooooooooooooooooorooooooooorooooroooooooo 第 济 对 偶 规划 4 全 























“一 2<0”， 并 且 一 2 所 在 的 行 元 素 均 非 负 ， 因 此 原始 规划 没有 可 行 解 。 
表 3-6 对偶 单纯 形 法 迭代 表 
XIT Xz X3 Xa 
基 二 并 一 1 0 0 解 6 
Xs 0 [—2] 1 1 0 =2 
Th 0 1 一 1/2 0 | = 
=0 一 = 0 0 
c/ay 1/2 一 一 二 
ri 1 1 1/2 1/2 0 1 
Ti 0 0 0 1/2 多 
=0—% 0 = 142、 0 

















3.3 影子 价格 


导 人 案例 原 问 题 :; 
ma 三 3zi 十 2z， 
jon 十 zz 委 10 
St A 二 7 <S 
1， 衣 之 ( 
的 WinQSB 求解 结果 如 图 3. 1 所 示 。 图 中 Shadow Price 即 为 对 偶 问 题 的 解 ， 可 见 ， 
; 2 
z 一 CX 一 [和 2[。] 


一 YT0 一 [1， us ] -as 


其 中 ，b; 是 原 间 题 的 约束 右 端 项 ， 它 代表 第 i 种 资源 的 拥有 量 。 
























Solution Unit Cost or Total Reduced Basis Allowable Allowable 
Value Profit cl) Contribution Cost Status Min. cli] Max. ci 


XI 20000 3.0000 6.0000 0 basic “20000 4.0000 
x2 | 60000 20000 -12.0000 0 basic “1.5000 “3.0000 
Obiective Function (Max]= 18.0000 





ET 





Left Hand RightHand Slack Shadow Allowable Allowable 
|Constraint Side Direction Side orSurplus Price Min. RHS Max. RHS 
园 a 10.0000 <= 10.0000 0 1.0000 8.0000 16.0000 
回 C2 3.0000 <= 8.0000 0 1.0000 5.0000 10.0000 





图 3.1 导入 案例 的 最 终 单纯 形 表 
F az/ 00; 二 y;。 故 对 偶 变量 y; 的 意义 代表 对 1 个 单位 第 i 种 资源 对 目标 函数 的 贡献 
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或 估价 。 这 种 估价 不 是 资源 的 市 场 价格 ， 而 是 根据 资源 在 生产 中 作出 的 贡献 而 作 的 估价 ， 
为 区 别 起 见 ， 称 为 影子 价格 (Shadow price 或 Dual Price)， 其 意义 解释 为 ; 

(1) 资源 的 市 场 价格 由 供求 关系 决定 ， 而 它 的 影子 价格 则 有 赖 于 资源 的 利用 情况 。 由 
于 企业 生产 任务 、 产 品 结构 等 情况 发 生变 化 ， 资 源 的 影子 价格 也 随 之 改变 。 如 bh 允许 变 
化 范围 (Allowable Min 一 Max) 是 [8，16]， 即 允许 增 量 为 6， 允许 减 量 为 2。 当 超过 此 变 
化 范围 ， 最 优 解 将 发 生 改 变 ， 影 子 价格 也 将 改变 。 

(2) 由 于 yw = 9x/ 96;， 故 影子 价格 是 一 种 边际 价格 。 即 给 定 生 产 条 件 下 b; 每 增加 1 个 
单位 时 目标 函数 z 的 增 量 。 如 yy 二 1，ys 二 1， 表 明 bb 或 5b 增加 1 个 单位 时 ,目标 函数 值 
均 增 加 1 个 单位 。 

(3) 资源 的 影子 价格 实际 上 又 是 一 种 机 会 成 本 。 当 市 场 价格 低 于 影子 价格 时 ， 厂 家 可 
以 买 进 这 种 资源 ;相反 当 市 场 价格 高 于 影子 价格 时 ， 厂家 就 会 珊 册 这 种 资源 。 随 着 资源 的 
买 进 卖 出 ， 它 的 影子 价格 也 将 随 之 发 生变 化 ， | 
时 ， 才 处 于 平 衔 状 态 。 

(4) 当 影子 价格 为 0 时 ， 表 明 该 种 资源 未 得 到 充 SN 当 影 子 价格 不 为 0 时 ， 表 明 
该 种 资源 已 耗费 完毕 。 NS- 

(5) 一 般 来 说 对 线性 规划 问题 的 求解 是 是 确 定 交涉 的 最 优 分 配方 案 ， 而 对 于 对 偶 问 题 的 
求解 则 是 对 资源 的 恰当 估价 ， 这 种 估价 秆 按 涉 及 资源 的 最 有 效 利用 。 如 在 一 个 大 公司 内 
部 ， 可 借助 资源 的 影子 价格 确定 一 .此 内 部 结算 价格 ， 以 便 控制 有 限 资源 的 使 用 和 考核 下 属 
企业 经 营 的 好 坏 。 党 


Y 


,= 3.4 灵敏 度 分 泊 
Ne 

在 前 而 的 讨论 < A C, /都 是 当 作 已 知 常量 处 理 的 。 但 在 实 
践 中 ， 它们 往往 是 根据 统计 数据 测算 的 ， 不 可 能 完全 准确 ， 而 且 随 着 实际 情况 变化 ， 某 些 
参数 会 随 之 改变 ， 甚 至 系数 矩阵 4 的 结构 都 会 发 生变 化 。 线 性 规划 的 灵敏 度 分 析 就 是 研究 
参数 变化 时 对 最 优 解 的 影响 。 有 具体 来 说 ， 主 要 讨论 下 列 两 类 问题 : 一 是 在 最 优 解 (或 最 优 
基 ) 不 变 的 前 提 下 ， 确 定 参数 的 变化 范围 ; 二 是 当 参 数 或 系数 矩阵 的 结构 发 生变 化 时 ， 如 
何 确定 最 优 解 的 变化 。 

线性 规划 灵敏 度 分 析 的 方法 分 为 利用 最 优 单纯 形 表 的 灵敏 度 分 析 和 利用 计算 机 输出 信 
息 的 灵敏 度 分 析 。 

如 果 利 用 新 的 数据 资料 ， 重 新 建立 单纯 形 表 ， 从 头 开 始 计算 ， 虽 然 可 以 解决 这 些 问题 ， 
但 是 这 样 做 显然 是 不 经 济 的 。 灵 敏 度 分 析 采 用 的 方法 ， 是 从 已 经 得 到 的 最 优 解 出 发 ， 通 过 对 
变化 数据 进行 一 些 简单 的 计算 ， 便 可 以 迅速 得 到 所 需要 的 结果 以 及 变化 后 的 最 优 解 。 

若 线 性 规划 的 矩阵 形式 或 向 量 形式 : 

























































































max z=CX max z 一 Box; 
jm 
py 
AW= pxi=b 
本 或 < 1 
X=0 二 0 


en 第 济 对 偶 规划 


若 最 优 基 为 B， 则 有 : 





其 中 ,a\ 或 (0 ) 是 最 优 表 中 非 基 变量 的 检验 数 ，b 是 最 优 表 中 右 端 常 数 向 量 ， 广 是 最 优 表 的 第 
7 个 列 向 量 。 这 些 公 式 显示 了 最 优 表 的 各 个 部 分 是 怎样 由 初始 表决 定 的 。 利 用 它们 可 以 很 方 
便 地 考察 当 参数 变化 时 ， 最 优 表 将 有 哪些 变化 ， 从 而 找到 解决 上 述 问题 的 便捷 途径 。 

研究 最 优 解 受 数据 变化 的 影响 情况 主要 考虑 两 个 方面 : 一 是 解 的 最 优 性 ， 即 检验 数 是 
否 仍 然 非 负 ; 二 是 解 的 可 行 性 ， 即 基本 解 的 各 个 分 量 是 否 非 。 权 


3.4.1 价值 系数 5 的 变化 分 析 


,人 

， 你 

当 某 个 变量 的 系数 < 发 生 改 变 时 ， 由 公式 3.7. 和 公民 8 可知， 最 终 单 纯 表 中 只 
有 检验 数 行 发 生变 化 ， 解 的 可 行 性 保持 不 变 。 AN 下 

如 是 非 基 变 量 ， 只 有 的 检验 数 6 RS 是 基 变量 ， 由 于 < 是 Cs 的 一 个 
分 量 ， 导 臻 所 有 的 检验 数 都 会 变化 。 令 有 和 可 解 出 使 最 优 解 不 变 的 的 变化 范围。 
如 超出 该 范围 ， 必 定 有 0， 对 原 最 终 表 适当 修改 后 ， 可 以 利用 单纯 形 法 继续 求解 





【 例 3.4】 某 企 业 利用 三 种 a 种 产品 的 最 优 计 划 问 题 归结 为 下 列 线性 规划 。 
~ ax z= 5x 十 4xz A 
玉 wk Zi 十 3zz an x 
2 | St 你 NS 
Ar SA 
CP HN zs>0 


pe = 
表 3-7 最 终 单纯 形 表 











基 Gy 5 4 0 0 0 解放 
Zs 0 0 0 1 2 —5 25 
zl 5 1 0 0 1 一 1 35 
总 4 0 1 0 一 1 2 10 

机 一 上 一 二 0 0 0 一 1 一 3 215 




















最 优 计划 是 两 种 产品 分 别 生产 35 单位 与 10 单位 ， 最 大 产值 >w* 一 215 单位 。 
(1) 确定 x; 的 系数 c 的 变化 范围 ， 使 原 最 优 解 保持 不 变 。 
(2) 若 c 一 6， 求 新 的 最 优 计划 。 
解 (1) 将 表 3-7 中 的 zs 的 系数 以 c 代替 ， 重 新 计算 检验 数 ， 得 到 : 
一 0 一 5X1 一 cz X( 一 1) 一 cz 一 5 
人 0 一 5X( 一 1) 一 cz X2 一 5 一 2cz 























当 o<0 时 ， 解 的 最 优 性 保持 不 变 ， 有 wm 过 0，e 入 0 


部 |e 一 5<0 
15 一 2c<0 
解 得 : 5/2<cs<5 


当 c 在 区 间 [5/2，5] 中 变化 时 ， 最 优 解 X 一 (35，10，25，0，0) ”保持 不 变 。 
(2) 当 c 一 6 时 ， 





0 一 cz 一 5 一 1 





而 二 5 一 2 一 了 


于 wm 一] 二 0， 原 最 优 解 失去 最 优 性 ， 在 表 3- 7 中 将 cz 由 4 修改 为 6， 重新 计算 检验 










































































数 ， 用 单纯 形 法 容易 求 得 新 的 最 优 表 ， 见 表 3- 8。 
表 3- 8 单 纯 形 迁 代 表 ,入 、 
Xs 
基 6 0 解 b 
rs 0 =8 25 
x 5 一 1 35 
hb 6 4 10 
研一 可 一 雪 = 235 
页 0 5/2 25/2 
zl 5 3/2 45/2 
zs 6 —1/2 45/2 
o=0—5 A -| —9/2 495/2 
一 -一 


故 新 的 最 优 解 为 X* = (45/2，45/2， 0, 25/2，0)T， 最 优 值 xu 一 495/2， 即 随 着 产 
品 下 的 价格 上 升 ， 其 产量 x; 上 升 , 而 zz 下 降 , 总 产值 上 升 。 


3.4.2 右 端 常数 b 的 变化 分 析 


当 右 端 常数 4b 的 发 生 改 变 时 ， 由 公式 3. 7 和 公式 3. 8 可 知 ， 最 终 单纯 表 中 检验 数 行 不 
发 生变 化 ， 右 端 常数 向 量 0 发 生 改 变 ， 可 能 影响 到 解 的 可 行 性 。 

以 5 二 b 十 Ab 表示 变化 后 的 右 端 常数 向 量 , 若 6 一 B'b 宇 09， 则 最 优 基 B 不 变 ， 最 优 解 为 
敬一 B 'b'， Xs 一 0; 否则 ,修改 原 最 优 表 的 5 列 为 B 'b' 后 ， 用 对 偶 单纯 形 法 继续 求解 。 

【 例 3.5】 ”对 于 例 3. 4 中 的 线性 规划 ， 进 行 下 列 分 析 : 

(1) b; 在 什么 范围 内 变化 时 ， 原 最 优 基 不 变 ? 

(2) 车 b= 二 55, 求 出 新 的 最 优 解 。 

解 原 最 优 基 为 B 二 (p;，p1，p;)， 由 表 3-7 可 得 : 


1 = 
B-: 一 |0 1 一 1 
[天 











ES = 人、 


(1) 设 b 二 [90，80， 久 ]， 根 据 7 一 B 一 D 


1 2 —5]r90] fr250—5bs 250 一 50, 三 0 
1 | -| 80—b; |> "| 80 一 六 0 















































0 -1 2 (got2, 一 80 十 2 三 0 
解 得 : 40 过 包 委 50， 即 当 包 EL40，50] 时 ， 最 优 基 召 不 变 ， 最 优 解 为 
好 | | 250 一 5 ， 
= | 80—b |, Xi=|" |=0 
过 | |—80+26, 
(2) 当 妨 二 55 时 ， 
250—56; | |—25 
5=| so- |=| 25| ， 了 丛 
—80+2b| | 30 SR 


将 表 3- 7 的 5 列 一 换 为 4， 用 对 偶 单纯 形 法 继续 求解 结果 得 表 3- 9。 
表 3- 9 对 个 单线 形 选 代表 




















x 如 a x xs 
基 本 5 VRE-| 0 0 0 解 必 
0 o ANKN 1 N22 [一 5] 25 
zl 5 3 0 0 Xr HX) 1 一 1 25 
kK X21 
4 Ms 1 0X-T -i 2 30 
o=0-% 2 0 ol Vo 一 1 一 3 245 
十 一 
1 NG 1 0 oT 一 15 一 2/5 1 5 
> 
Xl 入 5 1 0 一 1/5 3/5 0 30 
7 4 0 2/5 =/s 0 20 
0 =0—%; 0 0 —3/5 一 11/5 0 230 




















新 的 最 优 解 为 X 一 (30，20，0，0，5)7，zmx 一 230。 
3.4.3 增加 一 个 新 变量 的 分 析 

企业 制订 生产 计划 的 一 般 情况 是 利用 mm 种 资源 生产 ?种 产品 的 。 设 消耗 系数 矩阵 A 
三 (a;)， 考 虑 一 种 新 产品 ， 其 消耗 系数 列 向 量 为 px 二 (ae，aze，…，amx)"， 价值 系 数 为 
cr。 把 它们 作为 新 列 加 入 到 单纯 形 表 中 ,那么 最 优 表 中 xz 的 检验 数 为 : 

Gi=c—CsB 天 一 ck 一 Y px 

其 中 ， Y° =Dary; 是 生产 一 个 单位 新 产品 消耗 的 各 种 资源 的 影子 价格 总 和 ， 它 称 为 机 会 
成 本 。m 一 c 一 7 pr 说 明 ， 只 有 新 产品 的 价格 超过 它 的 机 会 成 本 时 ， 才 应 当 安排 该 产品 的 
和 7 
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【 例 3. 6】 对 于 例 3. 4 中 的 线性 规划 ,假设 企业 研制 了 一 种 新 产品 ， 对 三 种 资源 的 消 
耗 系数 列 向 量 以 ps 表示 ，ps 王 (3/2，1，1/2)"。 试 问 它 的 价值 系数 cs 符合 什么 条 件 , 才 
必须 安排 它 的 生产 ? 设 cs 二 3， 新 的 最 优生 产 计划 是 什么 ? 

解 ” 设 新 产品 的 产量 为 zx， 把 P; 作 为 初始 表 的 第 6 列 ， 则 在 最 终 表 中 ， 它 变换 为 


1 2 —5]r3/2 1 
ps=B 'ps ' 1 中 四 
0 = 2J0/2 0 
zs 的 检验 数 为 ; os 一 cs 一 CeB-1p6 一 ce 一 (0，5，4)[1，1/2，0]7 一 ce 一 5/2 
因此 ， 只 有 当 co 三 5/2 时 ， 才 必须 安排 新 产品 生产 ， 和 否则 ， 原 最 优 计划 不 变 。 
当 c6=3 时 , os 二 1/2 宇 0, 原 最 优 计划 发 生 改 变 。 在 原 最 终 表 中 增加 第 六 列 变量 zx， 
cs 和 ps 二 B“'ps， 然 后 利用 单纯 形 法 继续 求解 ， 结 果 见 表 :J 
表 3-10 单纯 形 法 迭代 表 A 






























































x 和 x x x 
基 [oo 4 0 .KA\o0 0 3 解 6 
NS 
rs 0 0 0 [lx \ 2 一 5 [] 25 
长》 
四 5 1 0 A 入 1 一 1 1/2 35 
NN 
1 4 0 WA 下 NI 0 = a 2 0 10 
pp mga] 
本 一 中 一 区 0 a 0 Ve —3 1/2 215 
Y 十 义 ,op Wd = 
1 3 Vv Sy 0 1 KEL 5 1 25 
J 2 
nl 5 _| > AT 0 —1/2W| ;bo 3/2 0 45/2 
~ Va 
Zs 4 ,A 0 1 天 1 2 0 10 
=0—2NNY| 0 0 J1/2 三 2 一 1/2 0 227.5 


新 的 最 优 计划 是 三 种 产品 分 别 生 产 22.5，10， 与 25 个 单位 ， 最 大 利润 为 227. 5。 
3.4.4 增加 新 的 约束 条 件 的 分 析 


增加 新 的 约束 条 件 ， 线 性 规划 的 可 行 域 只 会 变 小 ,不 会 变 大 ， 最 优 值 只 能 变 差 ， 不 会 
变 得 更 好 。 因 此 如 果 原 最 优 解 X 满足 新 的 约束 条 件 时 ， 则 X 仍然 是 最 优 解 。 否 则 ， 按 下 
面 例 3. 7 的 方式 讨论 。 

【 例 3.7】 ”对 于 例 3. 4 中 的 线性 规划 ， 还 要 考虑 一 个 新 的 资源 约束 : 

4z1 十 2x; 志 150 
原 最 优 解 XX* 一 (35，10，25，0，0)7 不 满足 该 约束 ， 为 了 求 得 新 的 最 优 计划 ， 在 上 式 
中 引入 松弛 变量 xs 转化 为 标准 形式 : 
4zi 十 2z 十 zx 一 150 
将 4zi 十 2z 十 zs 二 150 作为 新 的 一 行 (第 四 行 ) 加 入 到 原 最 优 表 中 ， 结 果 见 表 3- 11。 











表 3-11 最 终 单纯 形 表 














xX! Xz Xa xX Xs Xs 
基 而 5 1 0 0 0 0 解 忆 
Ty 0 0 0 | 2 = 0 25 
Tl 5 1 0 0 1 = 0 35 
1 0 1 0 = 2 0 10 
7 0 4 2 0 0 0 1 150 
dj =0)—z) 0 0 0 一 1 一 3 0 























应 该 注意 的 是 ， 表 3- 11 并 非 规范 的 单纯 形 表 ， 基 变量 zi ,, 羽 的 系数 列 向 量 均 非 单位 
向 量 ， 基 变量 的 系数 矩阵 不 是 单位 矩阵 。 利 用 行 的 初等 变换 * 将 基 变 量 的 系数 向 量化 为 单 
位 向 量 ， 使 它们 的 系数 矩阵 成 为 单位 矩阵 ， 表 3 - 11 转化 为 规范 的 单纯 形 表 。 变 换 之 后 ， 
基 变 量 zx 的 值 一 定 是 负 的 ， 而 检验 数 行 不 变 ， 从 而 可 以 应 用 对 偶 单纯 形 法 继续 求解 结果 


见 表 3 一 所 ， 


表 3- 12 单纯 形 法 法 代表 




















i 
xX 2 A 其 区 Xs Xe 
基 局 3 4、\ NN/0 0 0 0 解 5 
zy 0 0 NAN 1 2XAXA 一 5 0 25 
Xl 5 1 0 0 1 二 二 0 35 
zz 4 WO | 0 4 2 0 10 
+ 0 0) 0 0 [~2] 0 1 10 
由 一 Cj 一 区 ”0 0 w 1 3 0 
ry 0\ 0 0 了 0 一 5 15 
x 5 1 0 0 0 = 1/2 30 
4 0 1 0 0 2 一 1/2 15 
x 0 0 0 0 1 0 = 5 
Qj=0—% 0 0 0 0 一 3 一 1/2 210 


























3.5 如 何 看 计算 机 求解 报告 


在 实际 应 用 中 ， 对 偶 问题 并 不 需要 单独 列 出 模型 和 求解 。 在 利用 计算 机 求解 原 问题 


时 ， 可 直接 得 到 对 偶 问 题 的 解 以 及 其 他 敏感 度 分 析 结 果 。 
E 产 A、B、C 3 种 产品 ， 其 所 需 劳力 、 材 料 见 表 3- 13。 用 Lingo 软 
件 进 行 优化 ， 并 分 析 优化 结果 。 


【 例 3. 8】 




















第 这 对 个 规划 二 \ 


b sm. re 


表 3-13 消耗 定额 表 























A 产品 B 产 品 C 产 品 可 用 量 
劳力 (人 ) 6 3 5 55 
材料 (kg) 3 4 5 40 
产品 利润 (元 / 件 ) 3 4 
解 ” 执 行 开始 菜单 命令 : 程序 /Lingo/File/New Problem， 输入 如 下 模型 (可 由 Excel 
ORM 自动 生成 ， 见 实验 指导 书 ): 
MODEL: 
SETS， py 
DV/1..3/: X，Ci , '% 
ST/1..2/: B; EN 
SQ(ST, DV): 
ENDSETS 
DATA: 
C=3 1 
B=55 40; 
A=6 3 
3 4 、! 
ENDDATA KR 
max 一 @sum( 和 :cx x); A EN 
@for(SKd. @sum(DVO): aliy jx0))<=b();); 
END Xl ~- 
执行 菜单 命令 :Lingo/Option /General Solver/Dual Computation 下 箭头 /选择 Prices &. 
Range/OK。 
执行 菜单 命令 : Lingo/Solve 得 结果 如 下 : 
Global optimal solution found. 
Objective value: 35. 00000 
Total solver iterations: 2 
Variable Value Reduced Cost 
X(1) 5. 000000 0. 000000 
X(2) 0. 000000 2. 000000 
X(3) 5. 000000 0. 000000 
CC 3. 000000 0. 000000 
C(2) 1. 000000 0. 000000 
CC3) 4. 000000 0. 000000 
B(1) 55. 00000 0. 000000 
B(2) 40. 00000 0. 000000 
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A(l, 1) 6. 000000 0. 000000 
A(l, 2) 3. 000000 0. 000000 
A(l, 3) 5. 000000 0. 000000 
A(2, 1) 3. 000000 0. 000000 
A(2, 2) 4. 000000 0. 000000 
A(2, 3) 5. 000000 0. 000000 
Row Slack or Surplus Dual Price 
1 35. 00000 1. 000000 
2 0. 000000 0. 2000000 
3 0. 000000 0. 6000000 
在 编辑 窗口 中 执行 菜单 命令 ，Lingo/Range 得 敏感 度 报告 : A 
Ranges in which the basis is unchanged: 2 了 丛 
Objective Coefficient Ranges < 
Current ~Allowable Allowable 
Variable Coefficient Increase Decrease 
X(1) 3. 000000 NS 1. 800000 0. 6000000 
X(2) 1. 000000 下 2. 000000 INFINITY 
X(3) 4. 000000 NX \- 1. 000000 1. 500000 
bY Side Ranges ~ 
Row 名 urremt) Wllowable Allowable 
S ， x NX 4 LIncrease Decrease 
2 ~ 55.00000 SS 人 25.00000 15. 00000 
3 <40. 00000 条 15. 00000 12. 50000 
两 次 运行 结果 产生 了 两 个 报告 ， 前 一 个 为 运行 结果 报告 ， 后 一 个 为 敏感 度 报 告 
WinQSB 求解 也 可 得 到 类 似 的 结果 ; 利用 Excel a “运算 结果 报告 "、“ 敏 me 
度 报 告 ” 和 “极限 值 报 告 ”显示 结果 。 运 行 结果 中 显示 以 下 指标 : 
1. 最 优 解 和 最 优 值 


运行 结果 中 的 值 (Value) 给 出 了 所 有 量 的 值 ， 包 括 变 量 和 常量 。 决 策 变量 的 取 值 即 为 
最 优 解 ， 即 X(1)= 二 5，X(2) 二 0，X(3) 二 5; 目标 值 (Objective value) 为 35。 


2. 缩减 成 本 


缩减 成 本 (Reduced Cost) 指 在 资源 总 量 不 变 的 情况 下 。 
增加 1 个 单位 时 ,目标 成 本 增加 量 。 由 求解 结果 可 见 ，X(2 
如 果 X(2) 入 基 后 ， 每 增加 1 个 单位 ， 成 本 将 增加 2 个 单位 。 


3. 松弛 或 剩余 变量 


某 一 个 变量 在 最 优 解 的 基础 上 
) 一 0， 其 缩减 成 本 为 2， 表示 


松弛 或 剩余 变量 (Slack or Surplus) 反 映 了 资源 的 利用 情况 。 若 松弛 变量 为 0， 表示 该 


资源 已 耗费 完毕 ， 若 大 于 0， 表示 尚 有 剩余 。 





本 例 2 个 约束 的 松弛 变量 (第 2、3 行 ) 均 为 
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0， 表 示 两 种 资源 均 已 耗费 完毕 。 而 第 1 行 是 生产 一 个 单位 产品 所 消耗 的 各 项 资源 的 影子 
价格 的 总 和 ， 称 为 产品 的 隐 含 成 本 。 


4. 影子 价格 
影子 价格 (Dual Price) 的 含义 见 3. 3 节 。 当 松弛 变量 为 0 时 ， 影 子 价格 大 于 
5. 目标 系数 变化 范围 


目标 系数 变化 范围 (Objective Coefficient Ranges) 指 最 优 解 不 变 的 情况 下 目标 系数 多 
许 变化 范围 。 运 行 结果 给 出 了 当前 值 CCurrent) 、 人 允许 增 量 (Allowable Increase) 和 允许 减 
Decrease) 。 变 化 范围 确定 方法 如 下 : 

变化 下 限 == 当 前 值 (Current Coefficient) 一 允许 减 量 (Allowal ble Decrease) 

入 各 当前 值 (Current Coefficient) 十 允许 增 量 ( A nerense) 

如 XG) 目标 系数 的 当前 值 为 3， 允 许 增 量 为 1. 8， 人 允许 涨 量 为 0.6， 允 许 变 化 范 
[2.4，4.8]。X(2) 目 标 系数 的 允许 减 量 INFINITY A > 


6. 右 端 项 变化 范围 RNs 


右 端 项 的 变化 范围 (Righthand Side aas 下 右 端 项 允许 变化 
的 范围 ， 其 确定 方法 与 目标 系数 变化 范 0 相同 。 


洛神 相间 小 结 ， 光政 


本 章 主 要 内 容 包括 线 | 二 全 全 线性 规划 ee 结构 关系 ; 基于 线性 规 
划 对 偶 问 题 的 资源 影子 价格 的 含义 ;线性 规划 模型 求解 的 大 个 单纯 形 法 
A 个 兰 生 问题 。 头 生 证 上 坦 解 实质 是 资源 优化 配置 这 一 问 
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题 的 两 个 方面 从 数学 角度 考虑 ， 是 经 济 管 理 实际 系统 可 以 建立 最 大 化 和 最 小 化 两 类 线性 规划 
模型 。 

线性 规划 原 模型 和 对 偶 模 型 具有 “上 、 下 交换 ”、“ 左 、 右 换 位 ”、“ 约 束 不 等 式 换 向 ”"、“ 极 大 变 极 
小 ”的 关系 。 


原始 规划 的 解 与 对 偶 规 划 的 解 之 间 有 一 些 重要 的 关系 ， 这 些 基本 性 质 统称 为 对 偶 定 理 ， 包 括 对 称 
性 定理 ， 弱 对 偶 定 理 ， 最 优 性 准则 定理 ， 主 对 偶 定 理 。 

依据 对 偶 定 理 ， 可 以 得 到 资源 的 影子 价格 的 定义 。 对 偶 变 量 y; 表示 一 个 单位 第 i 种 资源 的 估价 ， 
这 种 估价 不 是 资源 的 市 场 价格 ， 而 是 根据 资源 在 生产 中 作出 的 贡献 而 作 的 估价 ， 为 区 别 起 见 ， 称 为 影 
子 价格 (Shadow Price)， 对 偶 单纯 形 法 是 应 用 对 偶 定理 求解 原始 线性 规划 最 优 解 的 一 种 方法 ， 根 据 主 
对 偶 定理 ， 在 求 得 原始 规划 最 优 解 的 同时 也 求 出 了 对 偶 规划 的 最 优 解 。 对 偶 单纯 形 法 的 另外 一 个 重要 
作用 就 是 线性 规划 问题 的 灵 教 度 分 析 。 

线性 规划 的 灵 教 度 分 析 就 是 研究 参数 变化 时 对 最 优 解 的 影响 。 具 体 来 说 , 主要 讨论 下 列 两 类 问 
题 : 一 是 在 最 优 解 (或 最 优 基 ) 不 变 的 前 提 下 ， 确 定 参数 的 变化 范围 ; 二 是 当 参 数 或 系数 矩阵 的 结构 发 
生变 化 时 ， 如 何 确定 最 优 解 的 变化 。 

线性 规划 灵敏 度 分 析 的 方法 分 为 利用 最 优 和 单纯 形 表 的 灵敏 度 分 析 和 利用 计算 机 输出 信 
分 析 。 


的 灵敏 度 











re sm 人 


wa . 
久 二 ” 关 健 术语 
对 偶 问题 (Dual Problem) 对 偶 定义 (Dual Definition) 
对 偶 定 理 (Dual Theorems) 影子 价格 (Shadow Price) 
对 偶 单纯 形 法 (Dual Simplex Method) 灵敏 度 分 析 (Sensitivity Analysis) 


人 Y 
1. 判断 正 误 。 
(1) 任何 线性 规划 问题 都 存在 且 有 唯一 的 对 偶 问 题 。 人 站 
(2) 对 偶 问题 的 对 偶 问 题 一 定 是 原 问 题 。 人 
(3) 若 线性 规划 的 原 问题 和 其 对 偶 问 题 都 有 最 优 解 ， Was ( ) 
(4) 对 于 线性 规划 的 原 问 题 和 其 对 偶 问题 ， 若 其 中 a 优 解 ， 另 一 个 也 一 定 有 最 
优 解 。 ( ) 


(5) 若 线性 规划 的 原 问题 有 无 穷 多 个 最 优 RS 寺 偶 问题 也 有 无 穷 多 个 最 优 解 。 























( ) 

(6) ag 对 偶 变 量 w 过 0， 说 明 在 最 优生 产 计划 
中 ,第 i 种 资源 已 经 完全 用 尽 。 ( ) 
(7) 已 知 在 扣 析 规 划 的 对 介入 人 和 中， tid 二 0， 说 明 在 最 优生 产 计 划 
中 ,第 种 资源 一 定 还 有 剩余 < wi ( ) 
(8) 对 于 mW ，c， 全 张 说 ， 一 个 都 有 有 wl. 当 其 改变 超出 了 这 个 范围 之 
后 ， 线 性 规划 的 最 优生 就 全 发生 变化。 “NG ci 
(9) 若 某 种 资源 的 影子 价格 为 &， 则 其 其 他 资源 数量 不 变 的 情况 下 ,i 该 资源 增加 个 
单位 ， Re Ne :函数 值 增加 Ru。 © 
(10) 应 用 对 偶 单 纯 形 法 计算 时 ， 若 单纯 形 表 中 某 一 基 变 量 x;<0， 且 x; 所 在 行 的 所 有 

元 素 都 大 于 或 等 于 零 ， 则 其 对 偶 问 题 具 有 无 界 解 。 6 


2. 简 答 下 列 各 题 。 

(1) 对 偶 问 题 和 对 偶 变量 的 经 济 意义 是 什么 ? 

(2) 简 述 对 偶 单纯 形 法 的 计算 步骤 。 它 与 单纯 形 法 的 异同 之 处 是 什么 ? 

(3) 什么 是 资源 的 影子 价格 ? 它 和 相应 的 市 场 价 格 之 间 有 什么 区 别 ? 

(4) 如 何 根据 原 问题 和 对 偶 问 题 之 间 的 对 应 关系 ， 找 出 两 个 问题 变量 之 间 、 解 及 检验 
数 之 间 的 关系 ? 

(5) 利用 对 偶 单纯 形 法 计算 时 ， 如 何 判断 原 问题 有 最 优 解 或 无 可 行 解 ? 

(6) 在 线性 规划 的 最 优 单纯 形 表 中 ,松弛 变量 (或 剩余 变量 )z,jx 二 0， 甚 经济 意义 是 
什么 ? 

(7) 在 线性 规划 的 最 优 单纯 形 表 中 ,松弛 变量 zx 的 检验 数 m+x*<0( 标 准 形 为 求 最 大 
值 )， 其 经 济 意义 是 什么 ? 

(8) 将 a; ，c， 的 变化 直接 反映 到 最 优 单纯 形 表 中 ， 表 中 原 问 题 和 对 偶 问题 的 解 将 
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会 出 现 什 么 变化 ? 有 多 少 种 不 同情 况 ? 如何 去 处 理 ? 
3. 写 出 下 列 线性 规划 的 对 偶 问题 。 








































































(1) max z 一 4z1 十 2zz 十 5zs (2)min w=x1—2xs—473 
zl 十 3zz 十 2zs 委 5 3 太一 克 二 22 二 5 
4zi 十 2zz 一 5zs 委 7 25 十 2 一 冯 之 7 
5 3zi 十 zz 十 4z3 和 去 9 让 —Zz1 十 2xz 十 4x3 二 12 
X11, Xs, Xs>0 ZX1，ZXKs 之 0，zs 无 约束 
4. 用 对 偶 单 纯 形 法 求解 下 列 线性 规划 问题 。 
(1) min 记 王 3zi 十 2zz 十 za (2)min z 一 2zi 十 2zs 十 47s 
Xl 十 Xs 十 ZX3 志 6 25 十 3 十 525 之 2 
一 > ,3 二 和 As 
2 一 2 之 3 站 | 62 <5 
1 0 < 反 Zs 和 0 
(3) min zx 一 12zi 十 8z 十 16zs 十 12z (4) min § Xi 十 2xs 十 4x3 
2zl 十 zz 十 4zs 过 2 3zi 十 z 十 2zs 之 7 
$42z1 十 2xz 十 4z1 之 3 p ”> .4.4 61 十 3zz 十 5xs 之 12 
>00=1, 2, 3, 4) YN zi>0 (j=1, 2, 3) 
5. 已 知 表 3- 14 为 求解 某 线性 规划 问题 的 最 终 单 纯 形 表 ， 表 中 zx，z; 为 松弛 变量 ， 
问题 的 约束 为 三 形式 。 了 ycr 1 x 
、\ 表 3- Th 求解 某 线性 规划 问题 的 最 终 单纯 形 表 
> 人 入 Xl 加 这 | A 了 El Zs b 
VID 小 
zs > yg 0 1/2 1 1/2 0 5/2 
区 1 一 1/2 0 ed 1/3 5/2 
一 局 0 一 4 0 一 4 一 2 
(1) 写 出 原 线性 规划 问题 。 
(2) 写 出 原 问 题 的 对 偶 问 题 。 
(3) 直接 由 表 写 出 对 偶 问题 的 最 优 解 。 























6. 某 厂 利用 原料 A、B 生 产 甲 、 乙 、 丙 3 种 产品 ,已 知 生产 单位 产品 所 需 原 料 数 、 单 
件 利润 及 有 关 数 据 见 表 3- 15 分别 回答 下 列 问 题 。 
表 3- 15 生产 单位 产品 所 需 的 相关 数据 表 




















甲 忒 两 原料 拥有 量 
A 6 3 5 45 
B 3 4 5 30 
单 件 利润 4 1 5 
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有 sm 人、 


(1) 建立 线性 规划 模型 ， 求 该 厂 获 利 最 大 的 生产 计划 。 

(2) 若 产品 乙 、 丙 的 单 件 利润 不 变 ， 产 品 甲 的 利润 在 什么 范围 内 变化 时 ， 上 述 最 优 解 
不 变 ? 

(3) 若 有 一 种 新 产品 丁 ， 其 原料 消耗 定额 : A 为 3 单位 ，B 为 2 单位 ， 单 件 利润 为 
2.5 单位 。 问 该 种 产品 是 否 值得 安排 生产 ， 并 求 新 的 最 优 计划 。 

(4) 若 原材料 A 市 场 紧 缺 ， 而 原材料 B 如 数量 不 足 可 去 市 
场 购买 ， 单 价 为 0. 5， 问 该 厂 是 否 购买 ， 以 购 进 多 少 为 宜 

(5) 由 于 某 种 原因 该 厂 决定 暂停 甲 产品 的 生产 。 站 刻 厂 的 最 优生 产 计 划 。 

7. 某 三 生产 甲 、 乙 、 丙 3 种 产品 ， 分 别 经 过 A、B、C 3 种 设备 加 工 。 已 知 生产 单位 
产品 所 需 的 设备 台 时 数 、 设 备 的 现 有 加 工 能 力 及 每 件 产品 的 利润 见 表 3 - 16。 
表 3-16 每 件 产品 的 利润 表 1 人 






















甲 设备 能 力 ( 台 时 ) 
A lL 100 
B 10 600 
G 2 300 








单位 产品 利润 (元 ) 


(1) 建立 线性 规划 模型 ， 求 该 厂 -Ko = 计划 。 

(2) 产品 丙 每 件 的 利润 增加 We 和 如 产品 丙 每 件 的 利润 增加 到 
50/6， 求 最 优生 产 计划 。 人 7 

(3) 产品 甲 的 利润 在 多 大 范围 内 变化 时 ，) mail 

(4) 设备 A 的 能 力 如 为 100 十 100， 确定 定 人 Ts 

(5) 如 有 一 种 新 产品 丁 ， 人 B、C 的 台 时 各 为 1、4、3 小 时 ， 预 期 每 
件 的 利润 为 8 沈 % 问 是 否 值得 安排 生产 ?“ 

(6) 如 合同 规定 该 厂 至 少 生产 oa 试 确定 最 优 计划 的 变化 。 

8. 实验 一 

【实验 目的 】 ”掌握 计算 机 软件 进行 灵敏 度 分 析 的 方法 。 

【实验 内 容 】 ”运用 计算 机 软件 求解 结果 分 析 第 7 题 所 提问 题 (1) 一 (4) 。 

【实验 环境 】 ” 依 选择 的 分 析 工 具 不 同 ， 需 配置 以 下 软件 : 

(1) 利用 Excel 求解 。 需 安装 Excel 2003 或 以 上 版 本 并 安装 ExcelORM。 

(2) 利用 WinQSB 分 析 。 需 安装 WinQSB。 

(3) 利用 Lingo 分 析 。 需 安装 Lingo。 

【实验 要 求 】 ” 写 出 实验 报告 ， 内 容 包 括 : (1) 简 述 实验 步骤 ，(2) 实 验 结果 分 析 。 





























整数 规划 及 分 配 问 是 








知识 B 标 | 技能 目标 应 用 方向 


1. 熟悉 整数 规划 、0 一 1 规划 、 阔 配 间 题 数 | 1. 能 利用 0 4 变种 对 管理 中 LP 模型 | 具有 整数 约束 











模型 : 中 的 一 些 特殊 要 求 添加 约束 的 合理 组 织 
2. 掌握 0 一 1 变量 在 数学 建 模 中 的 应 用 2. 能 对 非 标准 化 的 分 配 问 题 转化 为 标 | 人 、 财 、 物 力 
3. 了 解 分 枝 定 界 法 的 基本 扎 想 所 淮 化 并 用 匈牙利 法 求解 的 单 日 标 优化 
41. 了解 隐 枚 举 法 求解 0 一 1 规划 的 步骤 37 蕉 少 掌握 一 种 求解 整数 规划 、0 一 1 
5. 熟练 掌握 求解 分 配 问题 的 匈牙利 法 规划 和 分 配 问题 的 软件 (Excel, 


WinQSB，Lingo) 











变量 取 整 的 LP 


[一 -| 1 将 用 法 ， 添加 特殊 的 来 的 LP ”| “| 数学 模型 | [ xs 用 ] 
1】 






整数 规划 





























“| 分 号 问题 数学 模 | Ee 


















匈牙利 法 


本 se 

















转 ” 导 入 案例 
集装箱 托运 计划 
某 厂 拟 用 集装箱 托运 甲 、 乙 两 种 货物 ， 每 箱 的 体积 、 质 量 、 可 获得 的 利润 以 及 托运 所 受到 的 限制 见 
表 4-1。 问 怎样 安排 托运 计划 ， 可 使 利润 最 大 ? 
表 4-1 货物 装 箱 数据 
货物 每 箱 体 积 / 米 ” 每 箱 质量 /50 千克 每 箱 利润 / 百 元 
甲 3 4 5 
乙 8 3 6 
托运 限制 40 24 YA 
pe 
设 妈 ,zz 为 甲 、 in 
max zx 一 5zi 十 6z2 x BD 8 
3z1+8z.<40c) (2) 
ly (3) 
TI Nz :二 0” (4) 
二 取 整 数 (5) 


它 和 线性 规划 问题 的 区 区 仅 邮 于 最 后 的 条 件 (5) 。 先 斩 不 考虑 这 个 个 条 件 ， 即 求解 (1) 一 
We .7 很 容易 求 得 最 优 解 为 ; 


3 cK 14 
x1 323，: Wr 38 23 


但 是 zx，x 各 汉 时 货物 的 征 数 ， E24 所 以 不 合 题 意 。 

在 很 多 实际 条 是 中 ， 常 要 求解 答 必须 是 整数 。 例如 ， 所 求解 的 是 机 器 的 台数 ， 工 作 的 
人 数 或 装 货 的 车 数 等 。 为 了 满足 整数 的 要 求 ， 初 看 起 来 似乎 只 要 把 已 得 的 非 整数 解 舍 人 化 
整 就 可 以 了 。 实 际 上 化 整 后 的 解 不 见得 是 可 行 解 和 最 优 解 ， 如 导入 案例 中 的 非 整数 最 优 解 
取 整 后 为 z= 二 x 二 3，z 二 33， 而 xz 二 2，Zzz 二 4，z 三 34 也 是 可 行 解 ， 而且 比 非 整 数 解 取 整 
后 更 优 。 所 以 应 该 有 特殊 的 方法 来 求解 。 自 从 1958 年 由 R。E，, 戈 莫 里 提出 割 平面 法 之 
后 ， 整 数 规划 逐步 形成 了 一 个 独立 分 支 。 
































4.1 整数 规划 


4.1.1 整数 规划 的 概念 


整数 规划 (Integer Programming，IP) 是 指 一 类 要 求 问 题 中 的 全 部 或 一 部 分 变量 为 整 
数 的 数学 规划 。 

在 整数 规划 中 ， 依 决策 变量 的 取 值 不 同 ， 又 可 进一步 划分 。 如 果 所 有 变量 都 限制 为 整 
数 ， 则 称 为 纯 整 数 规划 (Pure Integer Programming，PIP); 如 果 仅 一 部 分 变量 限制 为 整 
数 ， 则 称 为 混合 整数 规划 (Mixed Integer Programming，MIP); 变量 取 二 进 制 的 整数 规 
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划 则 称 为 0 一 1 规划 (Binary Integer Programming，BIP) 。 


4.1.2 分 枝 定 界 法 的 基本 原理 * 

















分 枝 定 界 法 (Branch and Bound Method) 用 于 求解 整数 规划 问题 ， 是 在 20 世纪 60 年 
代 初 ， 由 Land Doig 和 Dakin 等 人 提出 。 由 于 这 种 方法 灵活 且 便于 用 计算 机 求解 ， 所 以 它 
已 经 是 解 整数 规划 的 重要 方法 。 下 面 通过 对 导入 案例 的 求解 ， 说 明 分 枝 定 界 法 的 基本 











原理 。 
【 例 4.1】 用 图 解法 求解 整数 规划 。 
max z=5x1 十 6x2 
3zi 十 8z 委 40 
4zi 十 3zz< 妇 24 
| Xx1, Xs>0 
I，Z2 取 整 数 

















(1) 
(2) 























《NA\ 








解 (1) 绘制 直角 坐标 系 ， 图 示 约 束 条 件 ， 图 示 则 标 函 数 一 根 基线 使 其 平行 移动 ， 求 
得 非 整数 最 优 解 如 图 4. 1 所 示 的 “ 解 ]”。 该 解 的 付 标 为 (72/23，88/23)， 不 在 网 格 线 的 交 


又 点 上 ， 属 于 非 整数 解 ( 非 可 行 解 ) 。 
(2) 对 “ 解 1” 分 枝 定 界 。 


\ 





选取 x 进行 分 校 定 界 ， 在 原 模型 的 站 而 上， 分别 添加 zi 达 3 和 zy 宇 4。 优 化 结果 如 


图 4. 2 所 示 的 “ 解 2"，X 一 (31 88、 





38. 25; “ 解 各 XX 二 (4，8/3)，z 二 36。xs 均 































































































为 非 整数 ( 非 可 行 解 ) 。 8 x 
. V 、X%1 
7 下 加 \ A 的 可 加 加 | | 
| > YY 加 | 
5 二 6 
Neva < 剖面 
4 NR | | sad SN 
3 3 
2 2 
1 T 
0 1 .23 4 5 6 WB 和 0 4 和 3 
x 
图 4. 1 非 整 数 规划 最 优 角 图 4.2 对 “ 解 1” 分 枝 定 界 优化 结果 


(3) 先 对 “ 解 2” 分 枝 定 界 。 





“ 解 2” 的 坐标 为 (3，31/8)， 分 别 添加 zs 夸 3 和 zx; 宇 4， 优 化 结果 如 图 4. 3 所 示 的 


“ 解 4 ，X 一 (3，3) ，x 一 33， 为 可 行 解 : 对于“ 解 5”， 


行 解 。 
(4) 再 对 “ 解 3” 分 枝 定 界 。 





X=(8 











/3，4)，z 二 37. 33， 为 非 可 


“ 解 3” 的 坐标 为 (4，8/3)，z; 为 非 整数 ， 添 加 zx; 三 2(xs 宇 3 为 非 可 行 域 )， 优 化 结果 
为 X=(9/2，2)，z 二 34. 5; 再 添加 六 4 和 zz 二 5。 解 得 整数 解 X 一 (4，2)，x 一 32 和 非 


整数 解 X 一 (21/4，1)， 目 标 值 z= 二 31. 25; 整数 解 目标 值 大 了 
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F 非 整数 解 ， 取 (4，2)， 如 








加 划 及 分 本 问题 < \ 


图 4. 4 所 示 的 “ 解 6”。 
(5) 对 “ 解 5” 分 枝 定 界 。 
“ 解 5” 的 坐标 为 (8/3，4) ，zi 为 非 整数 ， 添 加 zx1 二 2(z 宇 3 为 非 可 行 域 )， 优 化 结果 
为 X= 二 (2，17/4)， 再 添加 zs 三 4 和 xz 之 5。 求 得 整数 解 (2，4)， 目 标 值 34; 整数 解 
(0，5)， 目 标 值 30， 取 (2，4) 。 如 图 4. 5 所 示 的 “ 解 7”。 


















































8 
[of 
画 国 国 
6 "| | | 
5 
4 国 国 加 | 
3 
下 由 | 
“ 














人 
入 "SP Er 9 


图 4.3 对 “ 解 2” 分 枝 定 界 图 4.4 对 “ 解 380 分 梳 定 界 图 4.5 对 “ 解 5” 分 枝 定 界 


(6) 前 村 。 a 

上 述 有 三 个 区 域 的 整数 解 分 别 为 六 解 M4” XX 二 (3，3)，z 二 33; “ 解 6”X 一 (4，2)， 
2 二 32;“ 解 7”X 二 (2，4)，z 二 34,) 相 比较 ， 目 标 值 最 大 的 为 34， 对 应 的 最 优 方案 X* = 
(2, 4)。 JI AN 0 





4.1.3 利用 WinQSB、 EXcal 和 Lingo 求 有 了 整数 规划 


整数 规划 的 求解 心理 论 上 可 以 按 分 枝 定 界 法 的 基本 原理 ， 通 过 单纯 形 表 和 迭代 求 得 最 优 
解 ， 但 当 变 量 较 多 时 ， 很 难 做 得 到 。 因 此 应 至 少 一 种 计算 机 软件 的 使 用 。 本 小 节 
主要 介绍 WinQSB、Lingo 和 Excel 如 何 添加 整数 约束 见 图 4. 6， 其 他 操作 也 与 LP 相同 ， 
详 见 实验 指导 书 (本 书 课程 网 站 下 载 ) 。 


1. WinQSB 添加 整数 约束 


利用 WinQSB 求 解 ILP 与 求解 LP， 共 用 一 块 模板 ， 执行 “开始 /程序 /WinQSB/Linear 
and Integer Programming/File/New problem”. 设置 对 话 框 时， 变量 类 型 (Default Variable 
Type) 选 择 整数 型 变量 (Nonnegative integer); 车 添加 二 进 制约 束 则 选择 (binary) 。 





2. Excel 添加 整数 约束 

















利用 Excel 求解 整数 规划 ， 在 设置 “规划 求解 参数 ”对 话 框 时 ， 对 决策 变量 添加 整数 约 
束 如 图 4.6 所 示 。 其 方法 : 在 “规划 求解 参数 ”对 话 框 中 单 击 “ 添 加 /单元 格 引 用 位 置 ” 选 








择 工作 表 中 “可 变 单元 格 ”区 域 (假设 是 B3: C3)， 约束 符 到 选择 int( 二 进 制 变量 选择 int) 。 





图 4. 6 ”Excel 添加 整数 约束 


3. Lingo 添加 整数 约束 


Lingo 添加 整数 约束 时 使 用 函数 @ gin， 添 加 二 进 制约 束 时 使 用 函数 @ bin。 例 如 ， 


例 4. 1 的 ILP 问题 可 编写 如 下 程序 (该 程序 可 由 自 编 软 件 ExcelORM 
MODEL: 





SETS: 
€ NA 
DV/1..2/: X, C; AN \ 
ST/1..2/: Bi 2 可 
SQCST, DV): Ai NS、 
ENDSETS wo 
是 -人 RY 
DATA: AR 
C=5 6; AY fm 
B=40 24; CY \ 尺 
A=3 8; NY We 
4 3; Ye 3 AN ,WK L 
ENDDATA AN 
v YN 
max 一 (USUniKdv: cx x); ?之 
从 


全 


@fbrtDYV， @GINCx)); 
@for(ST(): @sum(DVG): a(i，j) * x(G)) 一 一 b(i);)， 
END 


自动 4 





E 成 ): 


” 


程序 中 @for(DV: @GIN(x)); 为 添加 整数 约束 的 语句 。@gin(x) 表 示 对 x 取 整 数 ， 


由 于 x 为 二 维 向 量 ,， 这 里 定义 的 集 DV 即 为 二 维 向 量 的 集合 ， 
(DV，@gin(x)); 表示 遍历 集成 员 X 每 个 元 素 使 其 取 整 数 。 这 对 于 
便 的 ， 本 题 变量 很 少 ， 可 直接 输入 表达 式 : 

max=5 x xl 十 6#x x2; 

3* xl 十 8 * x2 一 一 40; 

4xXl 十 3x x2<=24; 

gin(x1); gin(x2); 
若 添加 二 进 制约 束 ， 只 要 将 gin 改 为 bin 即 可 。 





x 





为 其 一 个 成 员 。@ for 
F 变 量 较 多 时 是 非常 方 


co 


4. 2 0 一 1 规划 


4.2.1 0 一 1 规划 的 概念 


0 一 1 规划 是 一 种 特殊 类 型 的 整数 规划 ， 即 决策 变量 只 取 0 或 1。0 一 1 规划 在 整数 规划 
中 占有 重要 地 位 ,许多 实际 问题 ， 例 如 指派 问题 、 选 址 问题 、 送 货 问题 都 可 归结 为 此 类 规 
划 。 求 解 0 一 1 规划 的 常用 方法 是 隐 枚 举 法 ， 对 各 种 特殊 问题 还 有 一 些 特殊 方法 ,例如 求 
解 指 派 问题 用 匈牙利 方法 就 比较 方便 。 

0 一 1 规划 的 数学 模型 为 : 

















max(min)z=CX py 
AX>(=, <)b 1 
EF ep 
& 取 0 或 1 A\ 
4.2. 2 0 一 1 规划 的 隐 枚 举 法 简介 * X | 


“0 一 1” 规 划 是 整数 规划 的 一 种 特殊 类 型 ， 该 问题 可 以 用 枚 举 法 求 得 。 要 计算 出 所 有 

可 能 的 (2" 个) 组 合 的 结果 ， 当 变量 数目 增加 时 5 计算 量 将 成 指数 级 增加 。 对 0 一 1 规划 有 

更 简便 的 求解 方 法 是 隐 枚 举 法 (ImplicitdBnumeration)。 下 面 结合 实际 例子 说 明 隐 枚 举 法 
的 计算 步 又。 SN 三 | 

【 例 4.2] 用 隐 术 举 法 求解 22S 需 划 问题， > 

YA max z=3x1 十 未 基 和 X 


| X-- 上 we (1) 


ja rr <4 (2) 
A™ St ly 

人 | (3) 
入 Xl， Xs，Xs 二 0 或 1 


第 一 步 : 把 问题 转换 成 下 面 的 标准 形式 (日 标 min; 目标 系数 : 非 负 且 按 递增 顺序 排列 )。 
(1) 目标 max， 非 标准 ， 系 数 改 变 符号 ， 使 目标 变 成 min。 
min Ww 一 45 一 2Z0 
m2 — m2 
及 十 4xs 十 x3 寺 4 
a 2i 十 zs 妇 3 
Xi， ZX2， Xs 二 0 或 1 
(2) 如 果 cj 过 0， 则 令 x 二 1 一 zxj， 使 其 变 正 。 
令 zi=1 一 xz1, X=1 一 x2， x4 二 1 一 xs 
min w=37x1 二 x2 十 x4 一 5 
Xi 十 27x5 一 x 宇 0 
Xi 十 474 十 x' 宕 2 
Xi 二 2 沪 一 1 


A 人 
Xi1，X2，X3 二 0 或 1 




















管理 运筹 学 (第 2 版 ) nn 


(3) 在 目标 函数 中 ,变量 按 系 数值 从 小 到 大 排列 ， 在 约束 条 件 中 排列 顺序 也 跟着 相应 

改变 。 
min 记 一 z2 十 z4 十 3z1 一 5 

2x2 一 zs 十 zi 之 0 
4zz 十 x4 十 ZX1 之 2 
zi 十 Xx1 之 一 1 
ZX1，ZX2，XI 二 0 或 1 

第 二 步 : 标准 化 后 的 0 一 1 规划 问题 中 令 所 有 变量 为 0， 代 入 约束 条 件 车 满足 即 为 最 优 
解 ， 否 则 转 下 一 步 。 由 于 第 二 个 约束 不 满足 ， 故 转 至 第 三 步 。 

第 三 步 : 按 目 标 函 数 中 排列 顺序 依次 令 各 变量 分 别 取 “1” 或 “0”"， 将 问题 分 成 两 个 
子 问题 ,分 别 检查 是 否 满足 约束 条 件 。 长 KN 

Zz 二 1，x4 一 0，x1 一 0， 满足 全 部 约束 ,由 zx1 KW So 2z4 一 1 一 zs 得 最 
优 解 X" 一 (1，0，1)， 最 优 值 x* 一 4。 


4 2 3 0 一 1 变量 在 数学 建 模 中 的 用 途 XH 





Ss.t. 














【 例 4. 3】 用 0 一 1 变量 表示 约束 : 变量 y 取 3, 5, 7，9 中 的 一 个 。 
解 ”该 问题 可 表示 成 如 下 约束 


Xl 十 Zz 十 Zs 十 x4 二 1 


| 
六 一 0 或 10 王 1，…，4) 





【 例 4. 4】 用 0 一 1 变量 表示 约束 : zi 十 zs 之 2 和 3zi 十 2z* 入 10 只 需 满足 一 个 。 


解 ”该 问题 可 表示 成 


3z 十 2zs 委 10 十 mAM 


yi 十 ys 二 1， y，y% 一 0 或 1 论 
式 中 ，M 为 任意 大 的 有 界 正 数 。 
当 和 y=0， 二 1 时 ， 等 价 于 满足 x1 十 x: 宇 2， 因 :210 十 M 衡 成 立 ; 
当 y= 二 1，y 二 0 时 ， 等 价 于 满足 3 十 2 去 Np 2 
令 y 二 y， 则 ee 
Zi 十 zz 志 2 


人 < 0 或 1 


【知识 要 点 提醒 】 ” 若 约 束 条 符 为 “>>"，My 前 取 “ 一 ”号 ;车 约束 符 为 
“<”，My 前 取 “十 ”号 。 


十 zz 之 2 一 M 

















【 例 4.5】 以 下 4 个 约束 中 至 少 满足 2 个 : 
Xx5, TIS2, zs>2, zstr6 
解 ” 该 问题 可 表示 为 : 


zi 十 z2 委 5 十 AM 
ZI<2+yM 
zs 宇 2—ysM 
zs 二 6—yM 
Ntyzt ys ye2 
1 yz， Ys， 和 4 一 0 或 1 
为 什么 yi 十 yi 十 y; 十 yy 三 2? 因为 当 yi 一 0 时 第 i 个 约束 需要 满足 ， 至 少 满足 2 个 ， 即 
0 的 个 数 不 少 于 2 个 ， 非 零 的 个 数 就 不 大 于 (4 一 2 二 2) 个 。 
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【 例 4.6】 用 0 一 1 表示 : 车 z;<<4， 则 zx 之 0; 否则 zy>>4,，x;<3。 
解 ” 该 问题 可 表示 为 : 


zs4+yM 2 

Ni 二 ys=1 
二 0 一 XUM 0 或 之 0 一 yM) = 人 
a ,二 sd -a ai 






zs<3+yM X13 YM 


V 
案例 4-1 球 队 队 员 第 迪 了 、 
pA 


TTT Eh 总 数 规划 及 分 配 问题 


分 析 “该 问题 是 条 件 生产 第 选 问题 ， 可 采用 0 一 1 变量 洲 加 约束 。 设 = ,一 | 为 决策 


变量 ， 分 别 表示 1 一 6 号 队员 入选 或 不 入 选 ， 取 1 为 入 选 ， 取 0 为 不 人 选 。 由 题 意 可 知 ， 
目标 函数 :max = 一 193zi 十 191zs 十 187zs 十 186zi 十 180zs 十 185zs 
约束 条 件 : 
(1) 从 6 名 预备 队员 中 选 3 名 ， 由 式 4.1 可 知 盖 十 六 十 zs 十 已 十 zs 十 zs 一 3。 
(2) 至 少 补充 1 名 后 卫 ， 由 式 4. 1 可 知 x; 十 Xo 宇 1。 
(3) B 或 下 最 多 入 选 1 人 , 由 式 4.1 可 知 wa 





(4) 最 多 补充 1 名 中 锋 ， 由 式 4. 1 可 知 x 十 x2 志 1 
(5) 只 要 B 或 D 人 和 人选,，F 就 不 能 人 选 ， 由 式 了 十 zi 委 1，z 十 zs 委 1。 
综 上 所 述 ， 该 问题 的 0 一 1 tn 

5 


max zx 一 193zi 十 1917? 4 十 186x4 十 180xs 十 185x 
Pp To=3 


解决 方案 /运用 求解 工具 求 得 最 优 解 X* = 二 (1, 0, 1, 1, 0, 0), zx" 二 566。 
决策 建议 选择 A、C、D 3 名 预备 队员 入 选 正 式 队 。 


案例 4-2 选 址 问题 
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分 析 ”该 问题 是 0 一 1 规划 问题 。 先 引入 0 一 1 变量 ziGi 一 1，2，…，7)， 令 
有 1，( 当 4; 被 选用 ) 
a ( 当 A 不 被 选用 ) 
于 是 得 该 问题 数学 模型 
max zx 一 30zl 十 30zz 十 35zs 十 34z 十 38z5 十 40ze 十 45z7 
20m 420s + 25e 24 + 227s +24ay Tad <100 


人 


XI 十 Zs 十 X32 (东区 ) AS 
训 二 4 站 十 2 下 1 (西区 ) AN 
tl KY 下 
二 0 或 1 AN 


解决 方案 | 洪 余 变量 为 0， 便 利润 最 大 (158 万 元 )。 
决策 建议 选择 A;、A;、As、 NS 


案例 4-3 SA > 





1，( 第 ;街道 设 消防 站 ) 。 ，， 
分 析 设 : x 一 |0，( 第 ;街道 不 设 消防 站 ) “1 “5 





.第 4 童 “整数 规划 及 分 配 问题 人 \ 


则 目标 为 消防 站 数量 最 小 : min z 二 zi 十 zz 十 ZT3 十 ZT1 十 xs 十 ze 


有 如 下 约束 : 
15min 到 达 街道 1 的 可 以 是 从 街道 1 和 街道 2， 至 少 要 设 一 个 ， 即 有 : 





而 十 她 之 1 
同 理 ， 设 置 到 达 街 道 2 一 6 的 约束 ,并 综合 成 数学 模型 如 下 : 
min z=Zx1 十 Xz 十 ZX3 十 X41 十 Xx; 十 Xe 
Zi 十 ze 之 1 
Zi 十 Xz 十 xXxe 宇 1 
2 十 2 之 1 
世态 42s 十 4 十 z5 之 1 
耐 沾 翅 寺 吉 之] KN 
zz KK 
; 0 或 1 XN « 
解决 方案 运用 求解 工具 求 得 最 优 解 z; =z 三 1; 惧 祭 =0。 
决策 建议 ”在 街道 2 设 一 个 消防 站 ， 负 道江 
消防 站 负责 街道 3、4、5 的 消防 任务 。 71 局 


































NAW 

43 分 配 间 题 

国 ”导入 案例 该 A 
DE : 和 Sg 从 
2 运动 项 内 分 配 向 是 


革 讲 访 队 委 洛 活动 员 ， 基 平时 训练 成 绩 (500879) 见 表 4- 5， 包 参加 一 项 混合 接力 赛 。 问 如 何 安排 
可 使 总 成 绩 最 好 ?人 
表 1- 5 平时 训练 成 绩 





项 目 张 于 李 赵 
仰泳 37 33 38 37 
蛙泳 43 33 42 34 
蝶泳 33 29 39 30 
自由 泳 30 26 29 29 














在 管理 活动 中 ， 人 们 会 经 常 过 到 这 样 的 问题 ， 某 单位 有 n(n 记 1) 项 工作 任务 , 需要 
(m 这 1) 个 人 去 完成 ， 并且 每 个 人 只 干 一 件 工 作 ， 每 项 工作 都 必须 有 人 干 ， 通 过 权衡 , 合 
理 分 派 任务 ,使 总 的 消耗 (或 收益 ) 达 到 最 小 (或 最 大 ) 的 0 一 1 规划 问题 ， 称 为 分 配 问题 
(Assignment Problem，AP)。 派 活 或 分 配 任务 要 讲求 效率 和 效益 ， 如果 派 活 分 配合 理 ， 
能 够 做 到 人 尽 其 才 ， 物 尽 其 用 ， 使 现 有 的 有 限 资 源 得 到 充分 利用 。 因 此 研究 分 配 问题 有 重 
要 意义 。 
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4. 3. 1 分 配 问题 数学 模型 
1. 平衡 分 配 问题 数学 模型 (mm 一 7 


所 谓 平衡 的 分 配 问题 ， 是 指 任务 数 与 执行 任务 的 人 数 m 相等 ， 即 冯 一 2。 对 不 平衡 
情况 ， 若 用 匈牙利 法 求解 ， 必 须 化 成 平衡 的 模型 。 
在 引 例 中 : 
1 第 i 个 项 目 交 给 第 j 个 运动 员 





疫 而 一 [0。 第 ;个 项 目 不 交 给 第 j 个 运动 员 
7 33 38 3 
43 33 42 34 ， 
C=(0 = 33 29 39 30 为 效率 矩阵 ， 则 有 : 本 KN 
0 26 29 29 
目标 函数 :比赛 所 用 总 的 时 间 最 小 ， 即 
4 4 \ 
minz = >) Dy 
SE AY 
RX = 1,2,3,4) 


每 项 任务 只 交 给 一 个 人 ， 即 : RS 


每 个 人 只 承担 一 项 任务 ， 基 NSS = 
一 般 而 言 ，mm 项 任务 ， RK 对 平衡 情况 





2. 人 多 任务 少 的 分 配 间 题 数 学 模型 (m 二 n) 
人 多 任务 少时 ,有 的 人 能 分 配 到 任务 。 有 的 人 分 配 不 到 ，m 中 最 多 取 1， 于 是 有 : 
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oo 第 售 素数 规划 及 分 本 问题 


化 为 平衡 问题 的 方法 是 添加 三 n 一 m 项 虚拟 任务 ， 其 对 应 的 效率 矩阵 为 0( 现 实 人 员 
完成 虚拟 任务 是 不 需要 时 间 的 )。 


3. 人 少 任务 多 的 分 配 问题 数学 模型 (mn) 


人 少 任务 多 时 ,有 的 任务 有 人 做 ， 有 的 任务 无 人 做 ,n 中 最 多 取 1， 于 是 有 : 






为 M( 虚 拟人 员 完 成 现实 任务 是 不 可 能 的 )。 率 矩 阵 中 对 应 的 元 素 可 设 为 0， 优 化 
过 程 将 需要 最 多 时 间 完 成 的 任务 分 配给 


4 .3.2 分 配 问题 的 解 题 方 法 


匈牙利 法 是 1955 年 库 妹 ( 双 于 
一 个 姑 阵 中 独立 0 元 玉 最 多 个 数 等 于 能 够 徐 关 所 首先 素 的 最 少 青 线 数 ”的 定理 而 提出 
的 分 配 问题 的 解 题 方法 ” 虽 榴 在 此 以 后 方法 不 类 改进 ， 但 仍 沿用 这 个 名 称 。 
匈牙利 人 平衡 、 卓 标 极 小 )， 

g)>> 任 务 数 (m)， 则 添加 名 一 六 一 忆 个 虚拟 任务 ， 效 率 第 阵 中 对 应 的 元 


化 为 平衡 问题 的 方法 是 添加 =m 一 n lk 论 上 其 效率 矩阵 中 对 应 的 元 素 










素 为 0; 
(2) 若 人 员 数 (四 一 任务 数 (m) ， 则 添加 (mm 一 * 一 >) 个 虚拟 人 员 ， 效 率 和 矩阵 中 对 应 的 元 
素 为 0; 
(3) 若 目 标 函 数 为 极 大 ， 则 令 5 三 cy 一 cy， 式 中 cv 三 max (ci)oxv， 构 成 新 的 效率 矩 
阵 (by),xw。 此 时 的 日 标 值 : 
2 ps bp bs)zs 一 DD — D Dozs 


i=1 j=!1 =1 j=1 =1 j=1 


由 于 才 中 恰 有 个 为 1 故 加 > our， 二 new， 为 常数 。 因 此 max > cyzs 等 从 


于 min > Ds. 
馈 牙 利 法 求解 步骤 如 图 4.7 所 示 。 





每 行 减 去 该 行 最 小 数 
每 列 减 去 该 列 最 小 数 





从 未 被 划 去 的 数 找 从 闭 回路 任 一 0 出 发 ， 遇 到 
最 小 数 上 ， 未 被 划 去 0 可 转 90?"， 直 到 转 回 出 发 
的 数字 减 &， 覆 盖 直 4 处 取 1， 其 余 取 0， 点 。 在 转 穹 处 按 顺 序 编号 ， 
线 交叉 处 加 得 最 优 解 取 单 4 恕 (或 双 号 ) 标 记 4 















图 1.7 多 牙 利 法 流程 区， 
下 面 用 实例 介绍 极 小 化 分 配 问题 的 解法 。 XO 
【 例 4.7】 用 匈牙利 法 求 引 例 中 的 分 配 问题 
解 “该 问题 为 标准 化 的 分 配 问题 ， 可 直接 用 匈牙利 法 求解。 
《1) 从 系数 矩阵 的 每 个 行列) 元素 中 减 去 该 行 ( 列 ) 的 最 小 元 素 。 
(2) 再 从 所 得 系数 矩阵 的 每 个 列 ( 行 ) 减 去 该 列 ( 行 ) 的 最 小 元 素 。 
Y Yr ‘VX 


mi 


p \ YA 
37 33 38 3%]_33 4 0 vy ATX™ ro 0 2 4 
3 33 A 3 33 ho 9 MW |6o60 
33 .29 39》 30| 29 4 DA 1 (a 
0 67%9 29 26 a ds33 ooos 


min4 0 3 1 
(3) 先 看 行 ， 各 行 均 两 个 以 上 “0”。 
(4) 再 看 列 , 第 3 列 只 有 一 个 “0”， 对 其 标记 “A”， 并 划 去 所 在 行 。 


4| [we® 2 4 

0 ) 
= 

2 


(5) 存在 “0” 的 闭 回路 ， 从 任 一 “0” 开 始 ， 遇 到 “0” 可 以 转 90"， 直 接 转 回 出 发 点 
为 止 ， el 

(6) 取 单 号 或 双 号 标记 和信， 正好 有 4 个 打 “A” 的 “0”, 令 对 应 人 号 的 xz; 二 1， 即 为 最 
优 解 。 于 是 有 两 个 最 优 解 : 

Xu 二 Xm 二 Xa 二 xs 二 1， 其 他 二 0; 或 ze 二 za 二 2 一 zs 二 1， 其 他 二 0。 最 优 值 
"一 129 


-一 和 
= 
I- 
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TTT 第 入 莹 数 规划 及 分 本 问题 


【 例 4. 8〗 用 匈牙利 法 求解 极 小 化 分 配 问题 。 
12 7 9 9 9 
8 9 7 7 7 
C=|7 11 12 12 9 
15 14 14 7 10 
4 10 10 7 9 











解 
mn 
1l12 7 9 99]17 和 
| 12000 
C=|71112129|7=|04552|= 
15 14 14 7 10| 7 8 
4 1010 79| 4 A 
由 于 A 的 个 数 二 4 二 5， 从 村 训 划 二 的 关 守 直人 RJ 这 “2”， 未 被 划 去 的 数字 减 去 
“2"， 驯 盖 直 线 的 交叉 处 加 上 “2”， 得 : NX 
5 0 0 2 _0n 六 | 第 
3 40 2 
一 |0 4 3、 KY 
817 8> 1 
133 Ko 
A 的 个 数 一 SS 了 案 : 12 X23 
SN” 


案例 4 一 Na 
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分 析 这 是 一 个 任务 数 与 人 员 数 不 相等 的 分 配 问题 。 
解决 方案 
(1) 增加 一 个 虚拟 人 员 ， 任 务 E 必须 完成 ， 不 能 交 给 他 ， 于 是 效率 矩阵 中 对 应 的 元 素 


ci 一 M， 其 他 为 0， 即 : 论 
25: 29 天 杷 久 
39 38 26 oR 
C=|34 和 2 
最 优 方案 : 甲 一 B; 乙 一 D; 让 a 105。 
(2) 使 用 表 4 一 SS we 
> 2 Ti yw 


~ 过 2 A ls25354 
骏 )， 2 


“| 1 = 1,2,.,5 
” 2 


最 优 方案 : 甲 一 B; 乙 一 C 和 D; 两 一 E; 丁 一 A。 最 优 值 为 131 。 

(3) 由 甲 或 两 完 成 A 任务 ， 即 任务 A 不 交 给 乙 和 丁 ， 对 应 的 cu 一 cu 一 M; 由 丙 或 丁 
完成 C 任务 ， 即 任务 C 不 交 给 甲 和 乙 ， 对 应 的 ca 一 cx 一 M; 任务 下 由 甲 、 乙 或 丁 完成 ， 
即 任务 卫 不 交 给 两 ， 对 应 的 : cx 一 M; 两 或 丁 完成 两 项 ， 其 他 人 完成 一 项 : 


ZU 十 zz 十 zs 十 zu 十 zi6 一 1 

















Za 十 zzz 十 za 十 Za 十 Za 一 1 





Ta 十 za 十 Za 十 Zai 十 za5<2 

















0 十 za 十 za 十 Zu 十 zs<2 


另外 ， 还 要 添加 每 项 任务 都 得 有 人 做 : 2 =1,j=1,2,,5 
于 是 有 线性 规划 模型 : 
min z 一 六 汪汪 


和 1 j=1 






































29 M 42 37 
本 38 M 20 33 

27 28 40 M 
mi 一 1 一 1,2,…,5 42 36 23 45 
zy 二 0 或 1 

求 得 最 优 解 : 甲 一 A， 乙 一 E， 丙 一 B 和 C， 丁 一 D， 目标 值 为 136。 

决策 如 下 3 种 情况 : 

第 1 种 情况 ， 甲 一 B; 乙 一 D; 丙 一 E; 丁 一 A; 

第 2 种 情况 ， 甲 一 B; 乙 et 丙 一 E; J 一 A; 伦 

第 3 种 情况 : 甲 一 A, 乙 一 E， 丙 一 B 和 C, 丁 一 Dw A 








到 


数 ， 





久 a 、 


1. 变量 取 整 数 的 规划 问题 称 为 整数 规划 。 s < ERR. 称 为 纯 整 数 规划 ;变量 部 分 取 束 
称 为 混合 整数 规划 ;变量 取 二 进 制 称 为 0 一 规划 |。 
可 用 分 村 和 法 外面 法 ON 所 可 用 隐居 若 用 计算 机 求解 ， 只 是 在 线 


性 规划 的 基础 上 添加 整数 约束 即 可 。 其 玄 法 | 


域 ， 


Excel 添加 方法 ; “设置 规划 ee 添加 / 左 端 选择 可 变 单元 格 所 在 区 
整 型 变量 约束 符 选择 “int" 局 进 制 变量 约束 符 选择 。 Bi 的 
Lingo 添加 方法 : 整 型 @ 5 区 汪 )， 二 进 制 @bin( 变 
WinQSB 在 生成 模型 旦 站 猴 选择 非 负 整 型 tg 
2 0 一 1 灾 旺 在 过 过 楼 中 的 应 用 ， 字 所 人 3 第 从 于 的 8 种 情况 。 


3. 指派 牙 利 法 。 ff 
使 用 向 牙 利 法 前 前 提 是 要 把 模型 标准 化 ( 即 人 员 数 与 任务 数 相等 ， 目 标 函 数 取 极 小 )， 向 牙 利 法 的 





【人 操作 步骤 见 图 47。 


和 扎 
已 = 关 健 术语 





整数 规划 (Integer Programming，IP) 

纯 整数 规划 (Pure Integer Programming，PIP) 
混合 整数 规划 (Mixed Integer Programming. MIP) 
0 一 1 规划 (Binary Integer Programming，BIP) 
分 枝 定 界 法 (Branch and Bound Method) 

隐 枚 举 法 (Implicit Enumeration) 

分 配 问 题 (Assignment Problem，、AP) 
匈牙利 法 (Hungarian Method) 


第 4 章 ” 整 数 规划 及 分 配 问题 二 ago 和 N 
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割 平 面 法 (Cutting-plane Method) 可 阅读 胡 运 权 等 编著 . 
版 ) 高 等 教育 出 版 社 . 2008. 2: 第 117 一 120 页 。 


Y 
1. 先 用 图 解法 求解 整数 规划 对 应 的 非 整 数 规划 问题 ， 再 
混合 整数 规划 问题 。 
(1) max z=3x1 二 2x; 
人 
2zi 十 zz 和 9 




















(2) max z=5zx1 


a 





《运筹 学 基础 及 应 用 》( 第 五 














分 枝 定 界 法 求 整数 规划 或 





十 6z? 


3zi 十 8zz<<40 
4z1 十 373 


St 
| ， =>>0 昌 为 加 数 (a) x Cr zi>0 
A 0，xzz 二 0 且 为 整数 
CN 蕊 三 0 且 均 为 整数 


(3) min z=10x1 二 9x» 

















5zi 十 3zz 志 45 A 
殴 知 | SN 
Zs<10 ee 2 
(a) zi>>0 Bp x X 
(b) x1, zs>0 
2. 试 利用 0 一 变量 对 下 Dies, 
Olja 天 2 我 zz 十 3m>8。 下 < 
(2) 变量 六 只 能 取 0、5、9、12。 “1 


(3) 若 亏 声 4， 则 zx; 宇 0， 否则 zx; 过 3。 
(4) 以 下 四 个 约束 条 件 中 至 少 满足 两 个 。 



































ze zi 
2Z6 安 1 
X15 
Xe 十 X17 之 3 
3. 用 隐 枚 举 法 求解 下 列 问 题 。 
(1)min z 一 4zi 十 3zz 十 2zs (2)max zx 一 2zi 十 5zs? 十 3zs 十 4z4 
2zi 一 5zz 十 3zs< 雪 4 —4zi 二 zs 十 20 
网 各 二 3% 这 3 | 2Zz1 十 4z2 十 2Xs 十 4zx4 宇 4 
Ei | 十 za 之 1 0 ee Xs 二 zx3 
Xi, ZX, Xs—=0, 1 Xs Xs Za, 4 一 0，1 


en Ee 莫 数 规划 及 分 配 问题 


4. 用 匈牙利 法 求解 下 列 最 小 化 分 配 问题 。 


4 6 8 10 18 16 M 19 
7357 M 21 18 20 

《DC (2) C= 
2326 19 18 17 21 
和 10 20 19 M. 


5. 某 钻井 队 要 从 以 下 10 个 可 供 选 择 的 井 位 (代号 及 费用 见 表 4 - 7) 中 确定 5 个 钻井 探 
油 , 使 总 的 钻探 费用 最 小 。 
表 4-7 钻井 费用 /万 元 





要 求 满足 下 列 限制 条 件 : 

(1) 或 选择 Si 和 S;， 或 选择 钻探 Ss 。 KR 

(2) 选择 了 5; 或 ey S5， ew 人 AS 

(3) 在 S;、S; 、S;、Ss 中 最 多 只 能 选 两 个 。 

en ge 现在 有 3 种 生产 过 程 供 选 
择 , 各 生产 过 程 所 需 固定 投资 (成 本 ) 生产 


日 产量 见 表 4-8。 
成 本 及 日 产量 





企业 条 要 次 定 条 明和 守 和 和 

交 货 又 使 总 成 本 最 小 ” 试 列 出 该 问题 的 整数 规划 数学 模型 。 
7. 某 旅 馆 从 周一 至 周 日 每 天 所 需 值班 人 员 见 表 4- 9。 

表 4-9 每 天 所 需 值 班 人 员 数 





WEA 
(1) 采 取 每 周 5 天 工作 制 ， 并 保证 每 名 职工 至 少 有 一 个 休息 日 安排 在 星期 六 或 星期 日 。 
(2) 该 旅馆 有 两 名 领班 ， 要 求 每 班 至 少 有 一 名 领班 ， 并 且 领 班 的 休息 日 也 至 少 有 一 个 
星期 六 或 星期 日 。 试 建立 该 问题 的 数学 模型 。 
8. 案例 一 ”阅读 案例 4- 5， 并 按 要 求 选 择 最 佳 位 置 。 
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9. 案例 二 “帮助 确定 最 佳 招租 方案 。 AI 





10. 实验 一 

【实验 目的 】 掌 握 Excel 或 Lingo 求 解 0 一 1 规划 的 方法 。 
【实验 内 容 】 用 Excel 或 Lingo 求解 习题 第 9 题 。 

【实验 要 求 〗(1) 简 述 操作 过 程 ; (2) 分 析 实验 结果 。 

11. 实验 二 

【实验 目的 】 掌 握 Excel、Lingo 或 WinQSB 求 解 整数 规划 的 方法 。 
【实验 内 容 】 用 Excel、Lingo 或 WinQSB 求解 习题 1(2) 。 
【实验 要 求 】(1) 简 述 操作 过 程 ; (2) 分 析 实验 结果 。 








属 禾 学 目标 





知识 上 标 | 要 上 村 应 用 方向 


1. 掌握 运输 问题 数学 模型 建 模 方法 》 
(1) 理 解 运输 问题 的 数学 模型 的 特点 


人 2) 掌 所 将 产销 不 平 条 的 运输 问题 转化 为 产销 
衡 运输 问题 的 方法 | 

(3) 会 对 一 些 简 单 的 管理 问题 转化 为 运输 问题 后 
并 建立 模型 

2. 掌握 表 上 作业 法 

(1) 会 用 “最 小 元 素 法 ”和 “Vogel 法 ” 求 运输 
问题 的 初始 基本 可 行 解 

(2) 会 用 “位 势 法 ” 求 检验 数 

53) 会 用 “ 闭 回路 法 ”对 非 最 优 方案 进行 改进 

(4) 掌 握 多 重 最 优 解 的 特点 








1. 理解 运输 回 题 寻 模 的 两 个 关键 点 ， 
“产销 平衡 表 ” 和 “单位 运 价 

-2. 能 将 一 些 管理 问题 (如 转运 问题 、 
-一 生产 计划 问题 、 空 车 调度 问题 等 
转化 为 运输 问 是 

3. 对 一 些 简单 的 运输 问题 能 用 表 上 
作业 法 求解 

4. 了 解 WinQSB、Lingo 及 Excel 求 
解 运输 问题 的 方法 以 及 各 自 的 特 
点 , 并 至 少 熟 练 掌握 其 中 一 种 求 
解 运输 问题 











合理 组 织 
人 、 财 、 物 
力 的 单 目标 
优化 。 主 要 
应 用 范围 包 
括 配 送 问 
题 、 转 运 问 
题 、 生 产 计 
划 问题 、 空 
车 调度 问 
题 等 











知识 目标 











技能 目标 


目 
Sl 





Excel、Lingo、WinQSB 求 解 
国 。 导入 案例 伦 
a A 

配送 问题 SS 


某 零 售 企业 有 Al 、A: 、As 3 个 配送 中 心 ， PRR 、B,、Bs、B 的 门店 配送 货物 ， 每 个 
送 中 心 可 以 分 别 配送 16 吨 、10 吨 、22 吨 的 货物 Go 的 需求 量 分 别 为 8 吨 、14 吨 、12 吨 、14 





- 各 配送 中 心 到 各 城市 的 运 价 ( 百 元 / 吨 ) 见 表 5 = 应 加 何 组 织 配送 才能 使 总 运费 最 少 ? 
表 5<1 配送 运 价 表 




















NV Sy 
没 志 为 人 配送 中 心 A, 运往 城市 B; 的 货物 数量 ( 吨 )，z 为 总 运费 ( 百 元 )， 则 由 
表 5- 1 可 知 这 个 运输 问题 的 数学 模型 如 下 ; 











目标 函数 : 
min > 一 4z1 十 12ziz 十 4za 十 11zu 二 
2zz 十 10zzz 十 3zzs 十 9zz 十 
8zsl 十 5zsz 十 11zs 十 6zs 
约束 条 件 : 





ZU 十 zl 十 X13 十 Xu 二 
Za 十 zz 十 Za 十 Za 一 10 产量 约束 
tn 22 | 
二 zy =8 ul 















销量 约束 








tt 
Za 一 14 
zy>0(i=1, 2, 3; j 一 1，2，3，4) 





80 


本 sas 


在 导入 案例 中 这 类 线性 规划 问题 可 以 用 单纯 形 法 求解 ， 但 当 产地 和 销 地 增加 时 ， 其 决 
策 变量 会 迅速 增加 (如 当 有 10 个 产地 20 个 销 地 时 ,决策 变量 将 增加 到 200 个 )， 使 得 单纯 
形 法 的 计算 非常 复杂 。 由 于 其 模型 结构 上 的 特点 以 及 实际 应 用 的 广泛 性 而 引起 人 们 的 关注 
和 重视 ， 同 时 促使 人 们 讨论 并 研究 相关 的 理论 及 特别 的 求解 方法 。 于 是 这 类 特殊 的 线形 规 
划 问 题 一 运输 问题 便 应 运 而 生 ， 并 产生 了 “ 表 上 作业 法 ”。 








5.1 运输 问题 的 数学 模型 


在 经 济 建设 中 ， 经 常 出 现 各 种 运输 活动 。 如 粮食 、 煤 、 钢 铁 等 物资 从 全 国 各 生产 基地 
到 各 个 消 由 地区， 又 如 ， 革 的 原材料 具 各 生产 地 运作 各 生产 等 这 些 运输 活动 
一 般 都 有 若干 发 货 地 点 ， 简 称 产地 ;有 若干 个 收 货 地 点 ， po 各 产地 有 一 定 的 可 供 
估量 ， 简 称 产量 ， 各 销 地 有 一 定 的 需求 量 ， 简 称 销量 。 

一 般 的 运输 问题 就 是 要 解决 把 某 种 产品 从 若干 个 产地 酒 法 刘 若 二 个 销 地 ， 在 每 个 产地 
的 供应 量 与 每 个 销 地 的 需求 量 已 知 ， 并 交道 各 地 之 癌 隐 入 单 价 的 前 所 下 ， 如 何 确定 一 个 
使 得 总 的 运输 费用 最 小 的 方案 。 

运输 问题 的 一 般 提 法 是 : 已 知 有 个 产地 人 i ， 各 个 产地 的 产量 分 
别 为 w， 计 1，2，…，mi 有 个 销 地 B), = 其 需求 量 分 别 为 j 二 1， 
2，…，n。 从 A, 到 Bj 运输 单位 物资 的 运输 单价 为 c5， 当下 5- 2 中。 

,OY 运输 问题 有 关 信息 








































销 地 $l A 
产地 SX ee as 
Ai Nay CD a a 
-一 一 -一 一 
从 
hs Na wm a 
A tui c c a 
销量 hb bs ee b, 

















5.1.1 产销 平衡 的 数学 模型 


如 果 运输 问题 的 总 产量 等 于 总 销量 ， 即 有 a 一 3b ， 则 称 该 问题 为 产销 平衡 的 


运输 问题 ， 反之， 称 为 产销 不 平衡 运输 问题 。 
设 zi 为 从 产地 A; 运往 销 地 B; 的 物资 数量 (i 二 1 2,…，m; 7 一 1，2，…，7)， 产 
销 平衡 运输 问题 的 数学 模型 可 表示 如 下 : 
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容易 看 出 ， 产 销 平衡 运输 模型 具有 以 下 特点 : 
(1) 它 包 含 mXn 个 变量 ,，m 十 n 个 约束 条 件 。 


(2) 因为 有 Be ， 所 以 系数 矩阵 中 线性 独立 nt 


D 个 ， 即 产销 平衡 运输 问题 的 解 中 基 变 最 的 个 数 为 (二 YN， 
式 5. 1 称 为 运输 问题 的 标准 形式 ， 对 于 5. 1. .2 小 亲 曾 帮 细 的 非 标准 形式 ， 若 采 取 表 上 
作业 法 求解 均 要 化 成 式 5. 1 形式 。 N A- 


5 1 2 产销 不 平衡 的 数学 模型 /上 和 
天下 平和 的 林产 大 于、 多 站 产 重 有戏 性 和 销量 有 强 性 四 种 
1. 六 大王 的 本 2 


> 
因为 3 >B5 Snesrt 其 数学 模型 为 : 





2. 产量 小 于 销量 运输 问题 的 数学 模型 


因为 Da 二 Db ， 所 以 调 往 各 销 地 的 调运 量 不 大 于 各 销 地 需求 量 ， 其 数学 模 
型 为 ， 





3. 产量 有 弹性 的 运输 问题 数学 模型 


这 时 Le; 过 忆 z 过 Ua,， 其 数学 模型 为 ， ,KS 





十 在 有 区 产 与 过 加 加 将 无 可 行 解 . 


4. Wa 


这 时 16) 过 Ds 三 Ub; ， 其 数学 模型 如 式 5. 5。 前 提 条 件 为 产量 在 最 低 需求 与 最 高 
需求 之 间 ， 和 否则 将 无 可 行 解 。 





5. 1. 3 ” 非 标准 形式 数学 模型 的 标准 化 
运输 问题 数学 模型 的 标准 形式 是 : 目标 函数 min， 产 销 平衡 。 
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因为 此 时 : 
= 一 立定 om HDDs DD 
证 1 j=l 这 1 /一 1 这 1 7 一 1 这 1 j=l 
式 中 : 过 3 = cumin {Ya, 站) 为 常数 。 
i=1 j=1 i1 二 





【 例 5.1】 将 表 5-3 最 大 化 运输 问题 标准 化 。 
表 5- 3 产销 平衡 表 与 单位 运 价 表 








A 5 2 4 2 5 
A 3 4 4 0 不 限 
As 6 3 3 3 a 
销量 4 3 4 


解 (1) 令 c= 二 6 一 cs 将 目标 函数 变 为 极 小 化 。 


1 
Sw 
wD 
| 


i sau 


(2) 产地 A 最 高 产量 不 限 ,但 实际 供应 量 不 会 超过 6， 因为 产地 A! 和 A; 最 低产 量 
之 和 为 5， 必须 供应 ， 而 销 地 总 需求 为 11， 故 产地 A; 的 最 高 产量 可 定 为 6。 

(3) 由 于 最 高 产量 之 和 一 5 十 6 十 3 一 14， 而 销量 之 和 一 11， 添 加 的 假想 销 地 B, ， 销 量 
为 3， 变 成 产销 平衡 。 

(4) 将 产地 A, 拆 分 成 两 个 产地 A: 和 A' 其 产量 分 别 为 2 和 5 一 2 一 3; 单位 运 价 cu 一 
M， ch 二 0; 产地 As 最 低产 量 为 0，co 一 0; 产地 As 最 低产 量 与 最 高 产量 相同 ,cs 一 M。 
于 是 得 标准 化 后 的 产销 平衡 表 与 单位 运 价 表 ， 见 表 5 -4。 


表 5- 4 标准 化 后 的 产销 平衡 表 与 单位 运 价 表 








【 例 5.2】 将 表 5 - 5 最 小 化 运输 问题 标准 化 。 
表 5-5 产销 平衡 表 与 单位 运 价 表 





4 6 


A 5 
A: 3 4 5 
2 


2 
4 
最 低 销量 4 0 
最 高 销量 4 4 不 限 
解 (1)B; 的 最 高 销量 不 限 , 但 最 高 可 供应 数量 为 5。 因 为 各 产地 的 11 个 单位 的 产 


量 , 满足 B, 和 B; 的 最 低 需 求 6 个 单位 后 ,剩余 只 有 5 个 单位 ， 故 B; 的 最 高 需求 为 5。 
(2) 添加 一 假想 产地 A; ， 其 产量 为 (4 十 4 十 5) 一 (6 十 5) 一 2。 
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(3) 将 销 地 Bi, 拆 分 成 两 个 销 地 Bi 和 Bi ， 其 销量 分 别 为 2 和 4 一 2 一 2; 单位 运 价 分 别 
为 M 和 0( 因 为 最 低 需 求 不 能 由 假想 产地 供应 ); B; 的 需求 均 为 最 低 需 求 ， 不 能 由 假想 产 
地 供应 ; B; 的 需求 供 否 均 可 ， 可 由 假想 产地 供应 。 于 是 得 单位 运 价 表 与 产销 平衡 表 见 
尖 B=68 


表 5-6 标准 化 后 的 产销 平衡 表 与 单位 运 价 表 








上 述 过 程 可 用 图 5. 1 表 上 作业 法 流程 图 表示 。 





图 5. 1 表 上 作业 法 流程 图 
下 面 通过 对 导入 案例 的 求解 说 明 表 上 作业 法 的 计算 步骤 。 


Oe ris 


5. 2. 1 确定 初始 基 可 行 解 


确定 初始 基 可 行 解 的 方法 有 西北 角 法 、 最 小 元 素 法 、Vogel 法 等 。 由 于 Vogel 法 所 给 
的 初始 方案 最 佳 ， 最 小 元 素 法 次 之 ， 西 北角 法 最 差 ， 故 在 这 里 仅 介 绍 后 两 种 方法 。 无 论 采 
取 哪 一 种 方法 ， 数 字 填 充 都 要 遵循 以 下 原则 。 





1. 最 小 元 素 法 NNN 





【 例 5.3] 对 导入 案例 利用 服 小 元 素 法 给 出 初 缔 廊 案 、 
解 表 5- 7 带 回 轿 数 字 为 单位 运 价 ， 不 带 圆圈 数字 为 供应 量 。 
(1) 表 中 最 小 送 价 为 2， 由 于 min (as;br 站 兰 min {10，8) 二 8， 将 (As，Bi) 格 中 填 
入 数字 8， Be 需求 世 忆 满足 ， 划 去 所 在 列 ; 公 7 剩余 供应 量 10 一 8 一 2( 见 表 5- 7)。 

(2) 余下 记 价 最 小 的 为 3， min {as, bs) 二 min {2，12} 一 2， 将 CA: ，B;) 格 中 填 人 
数字 2，A, 产量 供应 完毕 ， 划 去 所 在 行 ，B, 需求 量 12 一 2 二 10( 见 表 5 - 8)。 
表 5- 7 最 小 元 素 法 确定 初始 方案 表 5- 8 ”最 小 元 素 法 确定 初始 方案 














A © oD ©| 2 
销量 8/0 14 12 14 





























(3) 余下 运 价 最 小 的 为 4，min {ai, bs) 二 min {16，10) 王 10, 将 (CA,，B:) 格 中 十 
入 数字 10，B; 需求 已 满足 ， 划 去 所 在 列 ; A 供应 量 16 一 10 一 6( 见 表 5- 9)。 

(4) 余下 运 价 最 小 的 为 5，min {a3, 刀 ) 二 min {14，22) 一 14， 将 (A;，Bs) 格 中 填 
入 数字 14，B; 需求 已 满足 ， 划 去 所 在 列 ; A; 供应 量 22 一 14 一 8( 见 表 5- 10)。 












































销 地 销 地 
产地 Bi Bz B: B: 产量 产地 B， Bz Ba Ba 产量 
Al 后 加 10 曙 UD 16/6 A @ 四 10 和 习 (NM 16/'6 
A er 全 一 过 村 i0270 4 人 一 2 O70 
ER la 加 | 由 @ 22 A 加 14 刁 | 图 22/8 
销量 8/0 14 J12100| 14 销量 80_ | 140 |12100| 14 

















(5) 余下 运 价 最 小 的 为 6，min {a;, by) 二 min {14，8) 王 8， 将 (A;,，B,) 格 中 填 和 人 
数字 8，A; 产量 已 供应 完毕 ， 划 去 所 在 行 ， A 需求 量 14 一 8 二 6( 见 表 5 -11)。 
(6) 余下 运 价 只 有 11, min {al, hb) 二 min {6, 6) 一 6， 将 (Al， B,) 格 中 填 入 数字 
6，Al 和 B, 均 为 0， 任 选 行 或 列 ( 这 里 选 了 列 ) 划 去 ， 得 初始 方案 ( 表 ,5- 12)。 





总 运费 二 4X10 十 11X6 十 2X8 十 3X2+ 5X14+6X8=<246、 































































表 5- 11 最 小 元 素 法 确定 初始 方案 . 表 5- j2 | 最 小 元 素 法 确定 初始 方案 
sa 有 | ji Ny B: B. 
号 | Bz Ba | Bs 量 Sy 2 量 
4 [qd oe 而 [ld 10 6 四 66m 
人 4 
As 和 > sc 
销量 8/0 14/0 1210 坊 N1416 ~ i 副 3 14/0_|12/1010 | 14/6 /0 
2. Vogel 法 一 
用 最 小 元 素 确定 的 初始 方案 只 从 局 部 观 就 近 供应 ， 可 能 造成 总 体 的 不 合理 。 
Vogel 法 的 步骤 是 从 运 价 表 上 分 别 找 出 每 行 叶 每 列 的 最 小 元 素 和 次 小 元 素 ， 求 其 差 值 ， 再 





从 差 值 最 大 的 行 或 列 中 找 出 最 小 运 价 确定 供需 关系 和 供应 数量 。 


(1) 求 得 最 小 元 素 差额 。 其 中 最 大 的 是 5， 该 列 的 最 小 元 素 是 5， 
由 于 min {as,b) 二 min (22,14) 二 14, 将 (A，，B,) 格 中 填 入 数字 14，B, 


划 去 所 在 列 ; A; 剩余 供应 量 22 一 14 二 8( 见 表 5 - 13)。 
(2) 第 3 行 最 小 元 素 差额 变 为 2， 其 余 未 变 。 差 额 最 大 的 是 3， 对 应 的 是 B, 列 ， 该 列 的 





对 应 的 是 ( 


中 填 人 数字 8，A 产量 供应 完毕 ， 划 去 所 在 行 ，B, 需求 量 14 一 8 二 6( 见 表 5 -14)。 





最 小 元 素 是 6， 对 应 的 是 (A;3，B,)。 由 于 min (a;, bb) 二 min {8，14) = 二 8, 将 (A;，B,) 格 




















表 5- 13 ”Vogel 法 确定 初始 方案 表 5 -14 ”Vogel 法 确定 初始 方案 
销 地 最 小 元 地 最 小 元 
产地 B BB | B。 | B，| 产量 | 素 之 差 产地 B | B: | B | B， | 产量 | 素 之 差 
P 图 ®| Ww 1 0 ® 四 | WwW 1 0 
襄 回 | 四 | @| wv 1 二 加 ®| @l 1 1 
As 图 | 14 中 | 四 | 228 二 四 | 9 Gas | 12 
销量 8 | 14/ 远 : 下 和 康 8 |140 | 12 |146 
汪汪 2 | 汝 1 3 2 | 基 1 3 
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ER sau 


(3) 第 4 列 最 小 元 素 差额 变 为 2， 其 余 未 变 。 差 额 最 大 的 是 2， 对 应 为 第 1 列 和 第 4 
列 ， 选 第 1 列 ， 该 列 的 最 小 元 素 是 2， 对 应 的 是 (A, ，B, ) 。 由 于 min {fas, bh) 二 min (10， 
8}) 二 8, 将 (A;，Bi) 格 中 填 人 数字 8，B 需求 也 已 满足 ， 划 去 所 在 列 ; As 供应 量 10 一 8 
一 2( 表 5-15)。 

(4) 第 1 行 最 小 元 素 差额 变 为 7， 第 2 行 最 小 元 素 差额 变 为 6， 其 余 未 变 。 最 大 的 是 
7， 对 应 第 1 行 ， 该 行 的 最 小 元 素 是 4， 对 应 的 是 (A，B: )。min {a, by) 二 min {12， 
16) 二 12， 将 (A, ，B; ) 格 中 填 人 数字 12，B; 需求 已 满足 ， 划 去 所 在 列 ; Al 供应 量 16 一 12 
二 4( 见 表 5- 16)。 

表 5- 15 ”Vogel 法 确定 初始 方案 表 5-16 Vogel 法 确定 初始 方案 






























应 量 全 部 供应 给 销 地 B,， 有 数字 的 


(5) 余下 的 只 有 第 4 列 了 ， 由 于 产 
ex 2X8 十 9X2 十 5X14+ 


格子 =6==m 十 n 一 1。 于 是 得 初始 方 
6X8 一 244( 见 表 5- 16)。 


2 
5. 2 2 解 的 最 优 性 检验 We 2 
or Dt, Ro 解 进行 最 优 性 检验 ， 判 别 是 否 是 最 








优 解 。 这 里 介绍 一 种 简便 的 检验 方法 
是 上- 一 个 数值 ， 对 每 一 列 赋 子 一 个 数值 ， 

们 的 人 天 本 的 人数 =0 所 忆 定 的 a ee nn 
二 0 一 (Ww 十) 求 出 。 





【 例 5. 4】 分 别 求 出 上 例 中 最 小 元 素 法 和 Vogel 法 给 出 初始 方案 的 检验 数 ， 并 比较 。 
解 ”对 最 小 元 素 法 给 出 的 初始 方案 进行 检验 。 
第 1 步 : 制作 位 势 计算 表 . 








将 表 5- 12 初始 方案 中 有 数字 格子 用 单位 运 价 表 中 对 应 的 运 价 代替 ， 然 后 在 表 的 下 面 

















和 右面 增加 一 行 vj 和 一 列 ;， 并 计算 ww 和 vw;， 见 表 5 17。 





表 5-17 位 势 计算 表 














Bl B: B: B, Ui 
A 4 2 [0) (1 0 
A © 1 四 1 1 
Ai; 10 @ i2 © 一 5 
Uv 3 10 4 11 




















第 2 步 ， 计算 行 、 列 位 势 。 

先 给 uw 赋予 任 意 数 ， 不妨 令 ww 一 0， 由 上 一目 十 忆 计 算 其 他 行列 位 势 ; 
w=c3—u=4—0=4; CN 
WwW™—on—d ll ll 

一 大 一 3 一 4 一 一 1; 

一 好 三 2 一 (一 1) 王 3; 


好 一 Ca 一 熙 一 6 一 11 一 一 5; 






也 一 co 一心 一 5 一 (一 5) 一 10。 

第 3 步 : 计算 检验 数 。 

on=cu uu=4—003713 

ou =cw2—uUul—w = 010=2; 

加 一 c2 一 也 一 W 二 10 半 (一 1) 10=1;. 
ou =Cca—uz WF9—(—1)—1l1 + > 
0 一 C 一 MX 一 8 一 (一 5) 一 3 一 10; 

0a3 一 cs3 一 Ms 一 内 一 11 一 (一 5) 一 4 一 12。 


可 见 mx 一 一 1 所 给 方案 并 非 最 优 方案 。 

































































用 同样 的 方法 ， 求 Vogel 法 所 给 方案 的 检验 数 ， 见 表 5 - 18 中 的 不 带 圈 数 字 。 可 见 所 
给 方案 为 最 优 方案 。 
表 5-18 位 势 计算 表 

Bi B;: B; B4 Ui 
Ai 0 2 @ (1 0 
A: © 2 1 @ 一 要 
As 9 @ 12 © 一 和 
VU 4 10 4 11 




















5. 2. 3 ”改进 运输 方案 的 办 法 


对 运输 问题 的 一 个 基本 可 行 解 来 说 ， 若 最 优 性 检验 时 某 个 非 基 变量 的 检验 数 mw 为 负 ， 


Ce isn 


说 明 将 这 个 非 基 变量 变 为 基 变量 时 运费 会 更 小 ， 表 明 未 得 最 优 解 ， 要 进行 改进 。 





【 例 5.5】 对 例 5.3 中 最 小 元 素 法 给 出 的 初始 方案 进行 调整 。 

解 由 表 5-17 可 知 ，min {oy) 二 二 1 为 人 基 变量 ， 

从 za 出 发 找到 闭 回路 ( 见 表 5 - 19) 并 编 最 5 带 圆 圈 的 数字 )， 最 大 调整 量 为 偶数 标号 的 
最 小 数 ， 即 :一 min(2，6) 一 2， 7 A 2， 奇 数 标号 项 点 加 上 
2， 得 新 的 调运 方案 。 


1 ,入 Fa 19 调整 后 的 调运 



































其 最 小 运费 为 > 一 12X4 十 4X11 十 8X2 十 2X9 十 14X5 十 8X6 一 244。 
再 用 位 势 法 求 这 个 新 解 各 非 基 变量 的 检验 数 同 表 5 - 18， 由 于 所 有 非 基 变量 的 检验 数 
都 非 负 ， 故 这 个 解 为 最 优 解 。 


5.2.4 如 何 找 多 个 最 优 方 案 


当 人 迭代 到 运输 问题 的 最 优 解 时 ， 如 果 有 某 非 基 变 量 的 检验 数 等 于 零 ， 则 说 明 该 运输 问 
题 有 多 个 最 优 解 。 如 在 本 例 表 5 - 18 给 出 的 检验 数 mi 一 0， 可 知 此 运输 问题 最 优 解 不 唯一 。 
为 求 得 另 一 个 最 优 解 ， 只 要 把 zu 作为 人 基 变量 ,调整 运 输 方案 ， 就 可 得 到 另 一 个 最 优 方 
案 ， 如 表 5- 20 所 示 。 其 最 小 运费 为 > 一 4X4 十 4X2 十 12X4 十 6X9 十 14X5 十 8X6 一 244。 
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表 5-20 新 最 优 方 案 


























5. 3 运输 问题 的 计算 机 求解 


5. 3. 1 利用 WinQSB 求解 运输 问题 a I 
NN 


【 例 5.6】 对 导入 案例 用 WinQSB ea 
解 第 1 步 : 执行 “程序 /WinQSB/Network/ eling/ File/ New Problem” 弹 出 如 
图 5.2 所 示 的 对 话 框 。 NS 


NET Problem Specification 








图 5.2 运输 问题 参数 设置 对 话 框 


类 型 (Problem Type) 选 择 运输 问题 (Transporttion Problem); 

目标 要 求 (Objective Criterion) 选 择 最 小 (Minimization) (默认 项 ) ; 

数据 输入 形式 (Data Entry Format) 选择 表格 形式 (Spreadsheet Matrix Form) 
(默认 项 ) ; 

标题 (Problem Title) 可 以 省 略 ， 也 可 以 根据 实际 填写 

产地 数 (发 点 数 )(Number of Sources) 输 入 3， 销 地 数 ( 收 点 数 )(Number of Destin- 
atins) 输 入 4。 

第 2 步 : 单 击 OK 按钮 ， 生 成 电子 表 模 型 ( 见 图 5. 3) 。 


第 5 章 “” 运 输 问 题 

















图 5. 3 运输 问题 数据 编辑 窗口 


模型 中 的 产销 地 名 称 可 以 修改 ， 其 操作 方法 : 执行 菜单 命令 Edit/ Node names， 将 节 
点 名 称 修改 成 如 图 5.4 所 示 。 





3 > 图 5.4 运输 问题 “ 销 地 
和 返回 数据 编辑 窗口 ， < 单位 运 价 和 各 产地 产量 及 各 销 地 销量 ， 如 
ee 





单 击 OK 
图 5.5 所 示 。 


4 





5.5 运输 问题 数据 输入 
第 3 步 : 执行 菜单 命令 Solve and Analyze/Solve the Problem 得 运行 结果 ( 见 图 5. 6) 。 


|5i ent | Unit Cost | Total Co educed Cost 




















图 5.6 运输 问题 运行 结果 


b sm. OR 


5. 3. 2 利用 Lingo 求解 运输 问题 
WinQSB 求解 运输 问题 操作 虽然 简单 ， 但 灵活 性 差 ， 对 于 销量 有 弹性 或 产量 有 弹性 的 
运输 问题 ， 需 要 按 5. 1. 3 方法 调整 单位 运 价 表 和 产销 平衡 表 ， 而 使 用 Lingo 求解 ， 只 需 将 
销量 的 约束 拆 分 成 上 、 下 限 即 可 。 
【 例 5.7】 对 表 5-21 利用 Lingo 进行 优化 。 
表 5-21 产销 平衡 表 与 单位 运 价 表 






































销 地 
B 日 日 
产地 1 站 3 产量 
A 5 2 4 6 
» 
A 3 4 7 乓 > 5 
最 低 销量 2 4 0 
最 高 销量 1 1 4 AI 不 限 





解 ”B; 最 高 需求 不 限 ， 但 实际 上 11 个 康生 - 量 在 满足 B! 和 B: 的 最 低 需 求 (2 十 
4 一 6) 后 ， 最 多 只 能 供给 B5 个 单位 ，: 碘 如 所 高 需求 确定 为 5。 
执行 “程序 /Lingo”， 打开 Livg 纺 光 宙 ， 编写 Lingo 程序 如 下 : 
Model: ! 销量 有 弹性 的 运输 问题 ; CA 
Sets : 了 W X% 1 X 
eol/1..3/: BLNBHs。。! 定义 维 数 为 销 地 数 航 向 量 妹 ， 同 时 定义 最 低 、 最 部 销 基 2 个 成 员 ; 
) 定义 维 数 为 产地 数 的 向 量 集 ， 同 时 定义 产量 成 员 ， 
NE xc 1! 定义、 列 为 销 地 数 矩 阵 集 ， 同 时 定义 决策 变量 和 运 价 ; 
Endset > 





row/1. .32 及 as 


min 一 (COSum(link: cx x); 


! 目标 函数 ; 
@for(row(D :，@sum(colGj)，x(i，i)) 一 a(iD)， ! 从 各 产地 运 出 量 = 产 量 ; 
@for(col()): @sum(row(D): x(i, ))>=BLO)); | 
! 


@for(col(j): @sum(row(D : x(i, ))<=BHO)); 


! 运 至 各 销 地 运 量 二 一 最 低 销 量 ， 
! 运 至 各 销 地 运 量 一 一 最 高 销量 ; 


data : ! 给 常量 赋值 ; 
We 53 
BL= 2 4 0; 
BH=4 上 5; 
Ce 2 4 
3 4 4; 
Enddata 


End 

执行 菜单 命令 “LINGO/SOLVE”， 得 优化 结果 : 
Global optimal solution found. 
Objective value: 32. 00000 


Total solver iterations: 3 
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2 


Wu 


Variable 


X( 


1, 2 
1, 3) 
2, 1) 
2， 

2，3) 


2) 


2) 


Value Reduced Cost 
4. 000000 0. 000000 
2.000000 0. 000000 
4. 000000 0. 000000 
0. 000000 2. 000000 
1. 000000 0. 000000 


5. 3. 3 利用 Excel 求解 运输 问题 


自 编 软件 ExcelORM 对 运输 问题 能 自动 4 





最 优 解 ， 同 时 还 生成 了 Lingo 模型 。 操 作 如 下 : 
执行 “程序 /ExcelORM/ 规 划 论 /运输 问题 "， 弹 出 如 图 5. 7 所 示 的 对 话 框 。 























图 5, do 运输 问 是 参数 对 村 





上 成 Excel 模型 ， 调 用 “规划 求解 ”工具 求 得 


设置 参数 如 图 5. 7 所 未 ; 第 者。 “确定 ”按钮 ， 沽 余 工作 德 ， 包含 两 张 工作 表 ， = 


“Excel 模型 "*， 可 用 





规划 求解 ” 工具 求 得 最 1 


贴 到 Lingo 编辑 窗口 人 运行 Lingo/Solve， 洲 即 得 结果 。 
打开 wR 并 输入 数据 如 图 5 J8 所 示 。 


执行 菜单 命令 “工具 /规划 求解 ”， 设 
项 ”中 选择 “假定 非 负 ”， 





























图 5. 8 运输 问题 Excel 模型 


单 击 “求解 "， 得 最 优 解 (如 图 5. 10 所 示 ) 。 


二 是 “Lingo 模型 "， 将 其 复制 粘 


置 规划 求解 参数 对 话 框 如 图 5. 9 所 示 ， 并 在 “ 选 
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2 
NO 5.4 i 


由 于 在 变量 个 数 相等 的 情况 下 ， 表 上 作业 法 的 计算 远 比 单纯 形 法 简单 得 多 。 所 以 在 解 
决 实际 问题 时 ， 人 们 常常 尽 可 能 把 某 些 线性 规划 的 问题 化 为 运输 问题 的 数学 模型 。 下 面 介 
绍 儿 个 典型 的 例子 。 


案例 5-1 生产 计划 问题 





Ot isn 





分 析 此 问题 不 是 地 理 意义 上 的 运输 问题 ， 但 是 如 果 我 们 把 每 个 季度 的 产 出 看 作 产 
地 ， 每 个 季度 的 需求 看 作 销 地 ， 它 就 是 一 个 运输 问题 。 从 第 i 个 疡 地 到 第 j 个 销 地 的 运输 
价格 如 下 ， 伦 

当 i 过 j 时 ， 其 运输 价格 为 生产 成 本 加 上 存储 费用 ; 全 


当 i 二 =j 时 ， 其 运输 价格 为 当 季度 生产 成 本 ; A 

当 i>j 时 ,表示 未 来 生产 的 产品 现在 交 货 ， 中 是 不 可 能 的 ， 其 运输 价格 用 
M 来 表示 (M 是 一 个 任意 大 的 正 数 )， 这 样 就 优 方案 中 其 运输 量 肯 定 为 零 。 

由 于 其 产量 90 大 于 销量 70， 因 此 ER 以 的 销 地 V ， 其 销量 为 20 万 吨 ， 经 过 以 
上 分 析 ， 我 们 可 以 得 到 这 个 问题 的 运 = 23。 










销量 10 侦 25 10 20 90 


解决 方案 用 表 上 作业 法 或 求解 工具 得 最 优 调运 表 如 表 5 - 24 所 示 。 
表 5-24 最 优生 产 方案 








最 小 总 费用 一 250X10 十 270X10 十 280X25 十 300X15 十 250X10 一 19 200( 万 元 ) 。 
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决策 建议 ”其 最 优生 产 计 划 为 第 一 季度 生产 20 万 吨 ， 当 季 销 售 10 万 吨 ， 第 三 季度 销 
售 10 万 吨 ; 第 二 季度 生产 25 万 吨 ， 当 季 销 售 完 ， 第 三 季度 生产 15 万 吨 ， 当 季 和 销售 完 ; 
第 四 季度 生产 10 万 吨 ， 当 季 销 售 完 。 


案例 5-2 空 车 调度 问题 





分 析 “有些 仓库 到 达 汽车 数 多 于 需要 汽车 数 ， 例 如 D 仓库 到 达 8 辆 ， 需 要 4 辆 , 余 4 
量 ， 而 有 些 仓库 到 达 数 少 于 需求 数 ， 又 如 B 仓库 到 达 4 辆 ， 需 要 6 辆 ， 缺 2 辆 。 各 仓库 余 
缺 车 次 的 计算 见 表 5- 27。 将 有 “ 余 ” 车 次 的 仓库 视 为 产地 ， 将 “ 缺 ”车 次 的 仓库 视 为 销 
地 ， 建 立 产 销 平衡 见 表 5- 28。 
表 5-27 各 仓库 余 缺 车 次 表 




















续 表 
c 6 0 6 
D 8 4 4 
E 0 8 = 
F 3 0 3 


表 5-28 产销 平衡 及 运 价 表 















缺少 车 次 


表 中 单位 运 价 为 相应 各 仓库 之 间 的 人 
解决 方案 “用 表 上 作业 法 或 求解 优 方案 见 表 5 - 29。 
优 





决策 建议 C 工 地 的 6 辆 空 车 调 往 A 和 下 工地 各 3 辆 ; DD 工地 的 4 辆 空 车 调 往 B 和 下 
工地 各 2 辆 ; 工地 的 3 辆 空 车 全 部 调 往 EE 工地 。 


案例 5-3 转运 问题 





管理 运筹 学 (第 2 版 ) nn 





分 析 转运 问题 的 求解 通常 是 设法 将 其 转换 为 一 个 等 价 的 产销 平衡 运输 问题 ， 然 后 用 
表 上 作业 法 求 由 最 优 调运 方案 ， 因 此 其 重点 在 于 何 转 化 ”的 问题 ， 一 般 按 下 而 步 叉 





GD) 将 产地 、 仓库 、 铺 地 皮 作 为 产地 双 信 并 名 两 工矿 产量 之 和 为 10， 即 最 大 转运 
量 ， 作为 转运 点 的 产量 和 销量 ， 作 为 产地 的 下 三， 除 作为 转运 点 外 ， 还 承担 生产 任务 ， 其 
产量 为 最 大 转运 量 加 上 各 自 的 产量 ; 全 的 俏 地 ， 辽 代为 转运 点 外 ， 还 有 销售 需求 ， 
其 销量 等 于 最 大 转运 量 加 上 各 自 的 销量 。 

(2) 各 地 之 间 的 运 距 (或 运 价 ) : 月 的) 这， 不 存在 的 
运输 路 线 则 记 为 M( 一 个 是 够 大 的 正 数 )。 

通过 上 述 过 程 即 可 以 实现 问题 的 转化 ( 见 表 5 D. 


YA 
SEE 表 5-31 产销 平衡 与 单位 运 价 表 


入 \ > 





A 





工厂 
4 


B 
了 
CO 
CG 
销量 10 10 10 10 15 15 








仓库 





销 地 





吕 |o|alwlwamle= 





























解决 方案 ”利用 表 上 作业 法 或 求解 工具 求 得 最 优 解 ( 见 表 5- 32) 。 


ER 2 


表 5-32 最 优 运输 方案 





























销 地 王 广 仓库 销 地 
产量 
产地 A A: Bi B; [oi C: 
Ai 10 5 2 17 
TI 
A 10 3 13 
有 5 5 10 
仓库 
B 7 3 10 
a 10 10 
销 地 
& 10 10 
销量 10 10 10 10 ,| 耻 信 15 























A 
决策 建议 工厂 1 生产 的 7t 产品 ， 直 接 运往 第 2 个 销 地 |2t， 其 余 5t 存 于 仓库 1; 工 


厂 2 生产 的 3t 产品 全 部 存放 于 仓库 2; 仓库 1 的 5t 这 往 销 地 1， 仓 库 2 的 3t 运往 销 地 2。 


< \ 


本 章 汪 结 、 


1 











本 章 介绍 了 一 种 特殊 类 型 的 线性 规划 一 “运往 河 题 。 运 给 问题 LP 建 模 的 关键 是 建立 一 个 产销 平 
衡 表 和 一 个 单位 运 价 表 。 AN 厂 

利用 表 上 作业 法 求解 运输 问题 时 六 in 其 玫 一 销量 。 

表 上 作业 法 有 3 个 关键 环 区: 给 初 妈 方 案 、 求 检验 数 、 基 整 方 案 。 

西北 角 法 最 为 简单 但 络 出 的 草 始 方案 最 差 ， 故 不 建 认 月， 最 小 元 素 法 相对 简单 ， 给 出 的 初始 
方案 相对 较 好 ， 建 议 使 用 ? OBE| 法 较 复杂 ， 但 给 出 的 初始 方案 是 三 者 中 最 好 的 ， 建 议 使 用 。 本 章 介 
绍 了 后 两 种 方法 。 求 恰 脸 教 们 位 势 法 ， 调 整 方案 周记 回路 法 。 

利用 LinBa 职 件 未 解 时 ， 需 要 歼 学 模型 ， 但 不 需要 标准 化 。 

利用 WinQSB 狂 件 求解 时 ， 不 需要 才学 模型 ， 但 对 于 产量 有 弹性 和 销量 有 弹性 情况 需要 按 5.1.2 
方法 进行 简化 ; 

利用 ExcelORM 生成 的 模型 ， 可 直接 设置 “规划 求解 参数 "， 了 既 不 需要 数学 模型 ， 也 不 需要 标准 
化 ， 而 且 可 以 自动 生成 Lingo 模型 。 

运输 问题 不 但 可 以 解决 货物 配送 方案 优化 问题 ， 也 可 以 解决 管理 中 的 一 些 其 他 问题 ， 如 转运 问 
题 、 空 车 调度 问题 、 生 产 计 划 问 题 等 。 














人 时” 关 健 术 语 
运输 问题 (Transportation Problem) 
单位 运 价 表 (Balance of Freight Unit price) 
产销 平衡 表 (balance of production and Sales) 
表 上 作业 法 (Hitchock Method) 
最 小 元 素 法 (Matrix Minimum Method，MMD 
Vogel 法 (Vogel's Approximation Method, VAM) 
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位 势 法 (Potential Method) 闭 回路 法 (Close Loop Method) 
UL 全 知识 链接 


运输 问题 Excel 求解 方法 请 阅读 自 编 软 件 ExcelORM 帮助 文件 。 


[和 习题 
1. 简 述 表 上 作业 法 的 求解 步骤 。 
2. 简 述 如 何 把 产销 不 平衡 的 运输 问题 化 为 产销 平衡 。 
3. 表 5-33 给 出 了 各 产地 和 各 销 地 的 产量 和 和 销量， 以 及 各 产地 至 各 销 地 的 单位 运 价 。 
要 求 : (1) 用 表 上 作业 法 求 最 优 解 (2) 单 位 运 价 cu 在 什么 范围 变动 ， 最 优 基 不 变 ? 
表 5- 33 产量 销量 及 单位 运 价 表 < . 




















销 地 
产地 S 3 产量 
Ai 5 | 10 
As 6 4 6 80 
A 3 Y 5 15 
销量 路 20 80 
4. 表 5-34 给 出 了 各 产地 和 各 销 地 的 产量 和 销量 ;- 以 及 各 产地 至 各 销 地 的 单位 运 价 ， 
试用 表 上 作业 法 求 最 优 解 : 最 优 解 唯一 吗 ? 
表 5-34 产量 销量 及 单位 运 价 表 
二 性 可 BS 忆 a, 产量 
A 2 1 3 § 50 
4 2 2 1 1 30 
4 1 4 3 2 70 
销量 40 50 25 3 











5. 已 知 某 最 小 化 运输 问题 的 单位 运 价 表 与 产销 平衡 表 见 表 5 - 35， 请 将 其 转化 为 标准 
表 5-35 产量 销量 及 单位 运 价 表 








和 a 已 a; 最 低产 量 。 | ”最 高 产量 
A 5 1 7 0 50 
A; 6 4 6 80 不 限 
As 3 2 M 15 15 
销量 75 20 85 




















上 这 运输 问题 < SS 


条 规格 型 号 相同 的 大 型 客 货轮 。 已 


6. 某 造船 厂 根据 合同 从 当年 起 连续 3 年 末 各 提供 5 
知 该 厂 这 3 年 内 生产 大 型 客 货轮 的 能 力 及 每 笨 客 货轮 的 成 本 见 表 5- 36。 
表 5- 36 ”生产 能 力 及 每 稻 客 货轮 的 成 本 表 




















ee 正常 生产 时 间 内 加 班 生产 时 间 内 正常 生产 时 每 舰 客 货 
可 完成 的 客 货轮 数 可 完成 的 客 货轮 数 轮 的 成 本 (万 元 ) 
1 这 3 500 
2 4 2 600 
3 1 3 550 
已 知 加班 生 产 时 ， 每 艘 客 货轮 成 本 比 正常 高 出 10%， 
不 交 货 ， 每 稻 客 货轮 每 积压 一 年 所 造成 的 积压 损失 为 60 万 元 了 合同 时 ， 该 厂 已 积 
压 了 两 租 未 交 货 的 客 货轮 ， 而 该 厂 希 望 在 第 3 年 完 le 一 条 备用。 问 该 厂 
应 如 何 安排 每 年 客 货轮 的 生产 量 ， ee 总 的 生产 费用 为 


最 少 ? 站 

7. 某 化 学 公司 有 甲 、 乙 、 丙 、 丁 4 个 化 [各 产 某 种 产品 ， 量 分 别 为 200、300、 
400、100(D， 供 应 A、B、C、D、E、F 6 个 地 区 的 需要 ， 需要 量 分别 为 200、150、400、 
100、150、150(t)。 由 于 工艺 、 技 术 等 条 件 差别 ， 各 厂 产 品 成 本 分 别 为 1.2、1.4、1.1、 
1. 5( 元 /kg)。 又 由 于 行情 不 同 ， 各 地 区 销售 价 分 别 2.0、2.4、1.8、2.2、1. 6、2. 2( 元 /kg)。 
如 果 地 区 C 至 少 供应 100t， 地 区 也 的 需 要 必须 全 部 和 到 试 确定 使 该 公司 获 利 最 大 
的 产 由 由 

公司 生产 补药; 它 第 1 季度 到 第 人 条 划 的 生 产 成 本 、 生 产量 及 订货 

en re .每 瓶 农药 每 季度 要 1 元 的 仓库 保管 费用 。 

CD) 公司 希望 制订 一 个 成 本 最 低 的 皇 记 计划 ， 问 各 季度 应 生产 多 少 ? 

(2) 其 他 条 件 不 变 ， 不 允许 延期 交换 ， 公 司 考虑 让 工人 加 班 ， 但 加 班 生产 出 来 的 产品 
的 成 本 比 原来 的 成 本 高 20%， 且 每 季度 加 班 最 多 生产 2 万 瓶 。 问 在 这 种 情况 下 ， 如 何 安排 






量 如 

















生产 使 总 成 本 最 低 ? 
表 5-37 公司 的 生产 成 本 、 生 产量 及 订货 量 
季度 生产 成 本 ( 瓶 /元 ) 订货 量 (万 瓶 ) 生产 量 ( 万 瓶 ) 
I 5 10 14 
2 5 14 15 
3 6 20 15 
4 6 8 13 
9. 案例 一 ”阅读 案例 5- 4 后， 建立 该 问题 运输 模型 并 帮助 该 公司 进行 决策 。 


10. 案例 二 ”阅读 案例 5- 5， 并 对 案例 如 提问 题 分 别 建立 单位 运 价 表 和 产销 平衡 表 。 





Ot a 





(提示 : 3 个 收购 点 为 产地 ，8 个 菜市 场 为 销 地 ， 建 立 产销 平衡 表 与 单位 运 价 表 。) 

11. 实验 

【实验 项 目 】 菜 篮子 工程 。 

【实验 目的 】 和 掌握 Excel，Lingo 或 WinQSB 求解 运输 问题 的 方法 。 

【实验 内 容 】 用 ExcelORM 十 规划 求解 (也 可 使 用 WinQSB 或 Lingo) 求 解 习题 10 所 建 
立 的 模型 。 

【实验 要 求 】(1) 简 述 操作 过 程 ; (2) 分 析 实验 结果 ; (3) 提 出 决策 建议 。 











目标 规划 


知识 目标 SR 避 “技能 目标 应 用 方向 





1. 理解 下 列 基本 概念 
偏差 

2. 理解 目标 规划 解决 问题 的 流程 

3. 掌握 目标 规划 建 模 步 又 

4 算法 要 求 WW 、 广 

解法 及 应 用 范围 

纯 形 法 

(3) 熟 悉 序 贯 算法 











路、 日 标 约束 、 系 统 约束 < 


i 1., 会 建立 利 标 规划 数学 模型 
优先 内 子 、 权 系数 “| 闷 - 赣 握 WinQSB/Goal Pro- 
Dl ramming 求解 目标 规划 

,省 3. 会 根据 日 标 规划 求解 结果 
y 分 析 目 标 完成 的 满意 程度 ， 
并 调整 优先 因子 及 权 系数 











管 Es 偏差 变量 等 式 约束 
理 目标 约束 村 本 ee Pp 
问 不 等 式 -| asz|-| asmsjarma 
题 权 系数 系统 约束 





知识 目标 |- 











技能 目标 [| WinQSB、Lingo、Excel 求解 -一 一 - 




















合理 组 织 人 
力 、 物 力 、 
财力 的 多 目 
标 优化 问题 





区 6 音 目标 规划 4 NS 


常山 机 器 厂 计划 生产 工 、 开 两 种 产品 ， 这 些 产品 分 别 要 在 A、B、C 3 种 不 同 的 设备 上 加 工 。 接 工艺 
文件 规定 ， 每 生产 一 件 产品 工 占用 以 上 3 种 设备 台 分 别 为 2，4，0 小 时 ; 每 生产 一 件 产品 卫 分 别 占 用 以 
上 3 种 设备 台 时 2，0，5 小 时 。 已 知 3 种 设备 在 计划 期 内 分 别 有 12，16，15 台 可 用 ， 产 品 工 和 产品 下 的 
单位 利润 分 别 为 2 元 、3 元 。 如 果 企业 的 经 营 目标 不 仅仅 是 利润 ， 而 是 表现 在 多 个 方面 ， 如 下 所 未 。 

(01) 力求 使 利润 指标 不 低 于 15 元 。 

(2) 据 市 场 预测 ， 工 、[ 两 种 产品 需求 量 的 比例 大 到 是 1， 2。 

(3) 设备 A 为 贵重 设备 ， 严 格 禁止 超时 使 用 。 

(4) 设备 C 可 以 适当 加 班 ， 但 要 控制 ， 设备 互 既 要 求 充分 利用 ， 又 尽 可 能 不 加 班 ， 在 重要 性 上 设备 
B 是 C 的 3 倍 。 «RK 

在 考虑 以 上 目标 时 ， 企 业 应 如 何 决策 ? 

资料 来 源 ， 胡 运 权 等 . a i 
假设 zi 为 产品 I 计划 产量 ，x SN 只 考虑 利润 目标 ， 可 表示 为 


一 般 LP， 其 数学 模型 如 下 : 
mp 2. 
2 2<12 


和 < x 
| 5z 委 15 和 儿 
Ti Xs WT 


品 组 合 问题 


求解 最 优 解 : 4 3, z= 

i 而 是 综合 考虑 利润 、 产 品 比 例 、 设 备 
加 班 及 利用 等 标 ， 这 就 是 本 章 所 要 讨论 的 多 目标 规划 问题 。 

多 目标 最 最 时 是 由 意大利 经 济 学 家 L。 帕 雷 托 在 1896 
年 提出 来 的 ， 他 把 许多 本 质 上 是 不 可 比较 的 目标 化 成 一 个 单一 的 最 
优化 目标 。1944 年 ]. von. 诺 伊 曼 和 O. 葛根 施 特 恩 又 从 对 策 论 角度 
提出 具有 多 个 决策 者 并 相互 矛盾 的 多 目标 决策 问题 。1951 年 T. C. 
考 普 曼 从 生产 和 分 配 活动 分 析 中 提出 多 目标 最 优化 问题 ， 并 引入 了 
帕 雷 托 优化 的 概念 。1961 年 美国 学 者 查 纳 斯 (A. Charnes) 和 库 伯 
(W. W. Cooper) 在 他 们 合 著 的 《管理 模型 和 线性 规划 的 工业 应 用 》 
一 书 中 正式 提出 目标 规划 ， 以 后 这 种 模型 经 U。 杰 斯 基 莱 恩 和 
Sang* 李 不 断 完善 改进 ， 并 给 出 了 求解 目标 规划 的 一 般 方法 一 一 单 A， 查 纳 斯 
纯 形 法 。 























6.1 目标 规划 的 数学 模型 


目标 规划 (Goal Programming) 是 线性 规划 的 一 种 特殊 应 用 ， 能 够 处 理 单个 主 目标 与 
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多 个 目标 并 存 ， 以 及 多 个 主 目标 与 多 个 次 目标 并 存 的 问题 。 目标 规划 有 着 极 大 的 灵活 性 ， 
表现 在 它 可 以 模拟 系统 的 约束 和 目标 优先 等 级 变化 的 各 种 模型 ， 为 管理 决策 提供 众多 的 信 
息 。 解 决 目标 规划 问题 首先 要 根据 目标 的 重要 性 分 清 主 次 先后 、 轻 重 缓急 ， 引 入 偏差 变 
量 ， 将 目标 按 等 级 转化 为 目标 约束 ， 最 终 形成 可 用 线性 规划 方法 解决 的 问题 。 现 引入 目标 
规划 的 几 个 基本 概念 。 


6. 1.1 基本 概念 
1. 偏差 变量 


偏差 变量 : 用 以 表明 实际 值 与 超出 或 未 达到 目标 值 的 差距 ， 用 下 列 符号 表示 。 
必 一 一 超出 目标 的 差距 ， 称 正 偏差 变量 。 

d- 一 一 未 达到 日 标的 差距 ， 称 负 偏差 变量 。 -4 
4 与 d- 两 者 必 有 一 个 为 零 ， 有 以 下 3 种 情况 : A\\ 

第 一 ， 当 实际 值 超出 规定 目标 时 ,d- =0,d' >03_ 

第 二 ， 当 实际 值 未 达 到 规定 目标 时 ，d’ 二 0、4 二 0; 

第 三 ， 实 际 值 与 目标 值 刚好 一 致 时 ,dj 生 d 守 0。 

故 恒 有 : d+ ，d-=0 SR 


2. 系统 约束 SN a 


系统 约束 指 某 :种 资源 的 便 用 上 受到 严格 限制。 如 时兴 障 中 日 标 (3) 设备 A 严禁 
超 负荷 ， 不 允许 加 班 。 种 限 人 如 同 在 线性 规划 中 的 约束 一 样 ， 不 允许 有 丝毫 超 差 ， 故 称 
为 刚性 约束 。 -去 * AS 

9 站 A 

目标 规划 处 理 多 目标 问题 的 方法 是 将 多 目标 转化 为 多 个 目标 约束 ， 使 偏差 最 小 。 如 导 
入 案例 中 所 要 考虑 的 因素 中 : 

(1) 目标 利润 的 约束 : 产品 工 单位 利润 2 元 ， 产 品 下 单位 利润 3 元， 目标 要 求 利润 不 
小 于 15 元 ， 即 有 目标 约束 不 等 式 : 2zi 十 3z; 之 15。 

通过 添加 正 负 偏差 变量 ,将 其 变 为 等 式 : 2zi 十 3 十 民 一 必 一 15。 

当 d7 = 二 0， dt 之 0 时 ,表明 2zxi 十 3xs 之 15， 达 到 了 目标 。 

当 d7 之 0, di 二 0 时, 表明 2x 十 3 二 15， 未 达到 目标 ， 此 种 情况 一 但 发 生 ， 和 希望 越 
小 越 好 ， 即 目标 要 求 为 : min dT 。 

可 见 目 标 约束 是 目标 规划 中 一 种 特有 的 约束 ， 它 把 要 追求 的 目标 值 作为 右 端 常数 项 ， 
在 追求 此 目标 值 时 允许 发 生 正 偏差 或 负 偏差 ， 目 标 约束 不 会 不 满足 ， 只 不 过 是 偏差 大 小 而 
已 ， 故 称 为 软 约束 。 

(2) 两 种 产品 尽量 保持 1 : 2 的 比例 。 即 希望 2 一 zs 二 0， 但 两 种 产品 比例 也 可 能 发 
生 偏差 .引入 正 、 负 偏差 偏差 变量 变 成 如 下 等 式 约束 : 

2zx1—xzs+d;: —di =0 
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Ee zz aaa 拓 


当心 三 心 =0 时 ， 表 明 2zx1 一 zx; 二 0， 则 是 我 们 所 希望 的 。 

当 必 >0,， 导 三 0 时 ,表明 2x1 一 zz 二 0; 当 d7 了 二 0， dt 之 0 时 ,表明 2zx 一心 过 0。 
这 两 种 情况 都 是 我 们 所 不 希望 的 ， 故 日 标 要 求 为 : min (dz 十 di )。 

(3) 严格 禁止 超时 ， 即 不 允许 有 丝毫 的 超 差 ， 称 为 系统 约束 ， 即 2z1 十 2xs 志 12。 

(4) 设备 B: 希望 满 负荷 且 不 加 班 ， 即 4z 二 16; 引入 正 、 负 偏差 变量 ， 变 为 等 式 
约束 : 








4zri 十 d —di =16 
当 叶 三 性 王 0 时， 表明 4z 三 16( 即 满 负 荷 又 无 加 班 )， 是 我 们 所 希望 的 。 
当 dF 之 0，d# =0 时 ， 表明 4zi 一 16( 未 满 负 荷 );， 当 号 王 0， 导 二 0， 表明 4zi 二 16 
(有 加 班 )。 这 两 种 情况 都 是 我 们 所 不 希望 的 ， 故 目标 要 求 为 : min (dF 十 dj ) 。 
设备 C: 希望 不 加 班 ， 而 对 是 否 满 负荷 未 作 要求 ， 故 目标 约束 不 等 式 为 ， 5 入 15， 
引入 正 、 负 偏差 变量 变 成 等 式 约束 : 
5z2t+dr —dt =15 
当 df 宇 0, dt =0 时 ,表明 5xs 志 15， 达到 了 目 人 当 d7 二 0,， di 之 0 时 ， 表 明 
5zs 二 15 是 我 们 所 不 希望 的 ， 故 目标 要 求 为 : min 人 
上 用 
当 目标 约束 不 等 式 的 约束 符 为 “一 ”时 SS fa ta 
当 目 标 约束 不 等 式 的 约束 符 为 “ ,min /0 一 d 
当 目 标 约 束 不 等 式 的 约束 符 RS min 1 


4. 目标 规划 中 的 目标 函 效 了 3 


通过 上 述 方法 处 理 后 ee 如 何 合并 成 一 个 目标 呢 ? 
其 方法 是 和 醒 级 划分 和 级 入 不 同 的 权 娄 对 两 个 不 同 目标 ， 如 果 其 重要 程度 
相差 悬殊 ，; 到 个 目标 甚至 可 策 牲 男 二 自 标 ， 则 将 它们 划分 属 不 同 优先 级 。 优 先 级 是 
一 个 定性 概念 定 已 六 Pi。 
在 同一 一 优先 级 内 ， 根据 重要 程度 不 同 ， 用 权 系 数 确定 其 优先 顺序 。 权 系数 是 一 个 具体 
的 数字 ， 通 常 以 “罚款 额 `“ 损 失 额 ”等 作为 权 系数 ， 也 可 通过 主观 判断 进行 确定 ， 对 重 
大 的 战略 性 问题 ， 应 采取 “专家 意见 法 ”进行 综合 评价 ， 以 克服 主观 片面 性 。 
在 导入 案例 中 假定 把 目标 利润 列 为 第 一 优先 级 ; 第 二 优先 级 是 两 种 产品 产量 尽量 达到 
1 : 2; 第 三 优先 级 是 设备 B 满 负荷 运转 且 两 种 设备 尽量 不 加 班 ;在 第 三 优先 级 中 设备 B 的 
重要 性 是 设备 C 的 重要 性 的 3 倍 ， 则 在 设备 B 的 偏差 变量 前 冠 以 权 系 数 3。 于 是 得 目标 规 
划 的 数学 模型 如 下 : 
min z=Pid7 +P;(di +di)+3Ps(ds +di )+Psdt 
2z 十 2z2<12 系统 约束 
2zi 十 3zz 十 di 一 dt = 二 15 
2 六 一 心 十 下 一 性 一 0 
4z1 十 d —di =16 
5zs+dr —dt =15 
Ti， Xs，d7，dj 之 0 (j= 二 1,，2，3，4) 变量 非 负 约束 





Y 














-目标 约束 
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6. 1.2 目标 规划 的 数学 模型 


设 P 一 一 优先 因子 ; w7 ， 吕 一 一 权 系数 。 
目标 规划 数学 模型 的 一 般 形式 如 下 : 
min f(d) = >) Pi(ardz +wdt) 





Da 二 g; (i 二 1,…,m) 目标 约束 
j= 


aa < (=¥)6 (i 二 1,…,l) ”系统 约束 
j=1 


Ti 宕 0 =1,,n) ,dt 00= 1,.,m 


【知识 要 点 提醒 】 





【 例 6.1】 已 知 某 实际 问题 的 线性 规划 模型 为 : 
max z=100zi 十 50x; 
I 十 16xs 二 200 ”资源 1 
$1. 





llzxi+3w>25 资源 2 
Xx1, X20 
假定 重新 确定 这 个 问题 的 目标 为 : 
Pi : z 值 不 低 于 1 900; 
了 P;: 资源 1 尽 可 能 全 部 利用 。 
将 此 问题 转换 为 目标 规划 问题 ， 列 出 数学 模型 。 
解 ” 依 题 意 ,该 问题 系统 约束 为 : 
10zx1 二 16x; 二 200 
1 iinm3m 守 25 








区 6 音 目标 规划 二 NS 


目标 约束 为 : 


1 十 50xz 之 1 900>| 


Pi: 100x 


P,: 10zi 


F 是 该 





【 例 6. 2 


100zi 十 50zz 十 d —di =1 900 
min Pd 
| 10zi 十 16zz 十 dz 一 dz 一 200 


十 16z 一 200 
lmin Pd 十 地) 


问题 的 目标 规划 数学 模型 为 : 


z=Pidi 十 P:(dz +di ) 
100x1+50x2+di —di =1 900 


min 





| 





10z1+ 16zxs+di —di =200 
s.t.4 10x1+16zxs200 
liai + 3 S25 a 





dri, ds， 
4 个 用 


Tis as Adis 


已 知 3 个 工厂 生产 的 产品 供应 sa 


表 6-1 se 














用 户 
可 3 4 
四 生产 量 
5 2 A 6 300 
2 3 ,WY 1 6 200 
下 所 

= Y rr _ 

3 4 3 5 V2X 1 3 400 
i 求 - 45 站 








若 仅 考虑 运费 


经 研究 认为 要 


目标 1， 第 4 用 户 为 重要 部 门 ， 需 求 量 


目标 4: 因 道路 限制 ， 


试 建立 该 
解 


-大 SS 
目标 ， 可 用 运输 问题 绕 俱 规划 求 得 最 优 方 案 ， 其 运输 费用 为 2 950 元 。 
浇 虑 以 下 4 项 目标 ， 并 规定 其 重要 性 依次 为 

应 全 部 满足 

目标 2， 为 兼顾 一 般 ， 每 个 用 户 满足 率 不 低 于 80%; 

目标 3， 新 方案 总 运费 不 超过 原 方案 的 110%，; 














从 工厂 2 到 用 户 4 的 路 线 应 尽量 避免 分 配 运输 任 务 。 


六 问题 的 目标 规划 数学 模型 。 











设 六 表 示 第 :工厂 供应 第 7 用户 的 产品 数量 : 
(1) 系统 约束 一 一 产量 








约束 ， 由 于 销 大 于 产 ， 故 产品 应 全 部 供应 。 
| Za 十 Za 十 Zu 一 300 
31 1 











(2) 目标 约束 。 
(0 

















户 4 必须 全 部 满足 (允许 超 H 
Xu 二 za teu>250> 





pb 
3)'s 


min Pidr 


ZU 十 Za 十 Za 十 di 


一 di 一 250 
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@ 各 用 户 满足 率 不 低 于 80%: 
ji TXxa1 
Fl2 TT22 


上 
X13 十 Tz3+ 




















+dz —di =160 
二 x3 二 dy —d+ =80 
二 zs 二 dr —dt 二 360 
min P,(dz +ds +dr) 

@ 运费 在 2950 的 基础 上 不 超过 10%(3245): 


Tu TX 


za 之 160 


立 12 TX22 




















13 TT23 


x >360 

















































































5zu 十 2ziz 十 6zls 十 7zl 
5zu 十 2ziz 十 6zis 十 7zu 十 本 
3xzl 十 5zz 十 4z2s 十 6zo4 
3zazl 十 5zz 十 4zzs 十 6zz 十 Es - 
4zsl 十 5zsz 十 2zss 十 3zs 十 d5 一 dt 二 3 245 
4za 十 5x3 十 2T33 十 3T4 寺 3 245 
min Pd 
@ 因 道路 限制 ， 从 工厂 2 到 用 户 4 ee 
atds —dd =6 
2 一 0 之 机 ve 
min Ee wg) 
综 上 所 述 ， 该 问题 的 目标 规划 数学 模型 为 : NS 
目标 函数 : 
min zx 一 Pidr 十 Ps(dz RA ) 十 Pidi 十 Pd 
约束 条 件 ， NS y 
1 十 Ziz 十 站 ed A 、 
X21 1 十 zz 200 * 系 统 乡 约束 
al 二 Yet | XL 
病 De 1 十 zw+dr eso 
Nz tra + ru + di 160 
上 I 
Ny zt mt zt dr SA —8g0 
对 
3 十 zz 十 za 十 di 一 dt 二 360 
?目标 约 
5znt2zt6zist 7 ru 旧 和 本纪 下 
3z21 十 5 十 47 6za 二 
4zal 十 5zsz 十 2zss 十 3za 十 d5 一 dt 二 3 245 
ai 十 di —dt =0 
zi，d7，di 宇 0 ”变量 非 负 约 束 





6. 2 目标 规划 的 基本 解法 


用 目标 规划 处 理 问 题 的 难点 在 于 构造 模型 时 需要 事先 确定 优先 级 和 权 系 数 。 而 这 些 信 
息 往 往来 自 人 们 的 主观 判断 ， 很 难 给 出 一 个 绝对 的 数值 。 通 常 根据 求解 结果 的 各 项 目标 满 
意 程度 来 修改 优先 级 和 权 系 数 ， 直 至 满意 为 止 。 其 流程 如 图 6. 1 所 示 。 
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区 6 音 目标 规划 NS 










明确 问题 ， 列 出 或 修改 ) 目标 的 构造 目标 求 出 
优先 级 和 权 系数 规划 模型 满意 解 





分 析 各 项 目标 完 
成 情况 
据 此 制订 决策 方案 


图 6.1 目标 规划 解决 问题 流程 


6.2.1 图 解法 Kc 入 
对 模型 中 只 全 两 个 决策 变量 的 目标 规划 问题 ， 可 用 图 多 江 找 出 满意 解 。 
图 解法 步骤 Na 
(GD 绘制 直角 华 标 系 和 系统 约束 ， 确 定 可 


a oa ， 逐 步 缩小 满意 解 区 域 。 
(3) 确定 满意 解 ， 分 析 目 标 完成 


【 例 6.3】 用 图 解法 求 导入 案例 所 建立 的 日 标 规划 数 举 型 的 满意 解 。 
min z=PrdF pi(dr +di)+3Pa(d¥HD )+P;dt 
(2d F2412 系统 约束 
«|2kiT3ztar —di, = 7 
er W255 itd =0 _ 
Val 款 约束 
NN st E 十 万 一 内 一] 目标 约束 





























5xz+d7 一 dt 一 15 
亲本 0 (j=1, 2, 3, 4) 
解 (1) 绘 制 直角 坐标 系 和 系统 约束 ， 确 定 可 行 域 x 





(如 图 6. 2 所 示 阴 影 部 分 ) 。 6 
(2) 图 示 目 标 约束 ， 根 据 目标 要 求 ， 逐 步 缩小 满意 4 给 


解 区 域 。 
@ 先 考 虑 Pl ， 图 示 2z 十 3 一 15， 由 min dT7， 
满意 解 应 该 在 直线 上 方 人 ABC 内 。 
@ 再 考虑 P, ， 图 示 2zxi 一 心 一 0， 由 min (dz 十 
dz )， 满 意 解 应 该 在 线段 DE 上 。 0 
图 最 后 考虑 P;， 有 两 个 约束 : 4z 一 16 和 5x 一 
15, 目标 min [3(dz 十 df ) 十 d+ ]。DE 段 可 使 d+ 二 0， 
但 不 可 能 使 偏差 变量 di ,di 取 零 。 若 考虑 约束 4z 一 16， 应 选 在 正点 ; 若 考虑 5xs 二 15， 
应 选 在 DD 点 , 现 比 较 D、E 两 点 的 目标 值 。 




















6.2 图 解法 求 目标 规划 
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万 点 的 坐标 为 (1. 875，3.75)， 代 入 4zri 一 16 和 5z 一 15, 得 dy = 二 8.5, dt 二 3.75， 
3(d +di )+dt =3X8.5+3.75=29. 25 

巨 点 的 坐标 为 (2, 4), 代入 4z 王 16 和 5xs 一 15, 得 d= 二 8, di 二 5, 3(dy 十 di ) 
dt =3X8 二 5=29 

比较 D、 瑟 点, 点 目标 值 小 ， 应 取 玉 点 为 满意 解 。 

3) 确 定 满意 解 ， 分 析 目 标 完成 情况 。 

取 巨 点 为 满意 解 忆 一 2， 心 一 4; 目标 利润 达 16 元 ， 产生 1 元 的 正 偏差 ; 产品 比例 正 
好 1 : 2， 正 负 偏差 均 为 0; 设备 A 有 8 个 台 时 剩余 ， 可 用 于 安排 其 他 产品 生产 ; 设备 B 有 
5 个 台 时 加 班 。 


6. 2. 2 用 单纯 形 法 求解 目标 规划 
目标 规划 的 数学 模型 与 线性 规划 的 基本 相同 ， moti tt 
本 相同 。 




















【 例 6. 4】 ”用 单纯 形 法 求 下 述 目 标 规划 满意 解 。 
min > 一 Pi (di +d? )+ Pdy 
X12zxs+di —di =50 
2zi 十 十 da —di =40 
2z 十 2z 十 必 —di 一 80 
zis Tis dt» dr 0 (i=1, 2 3) 
解 第 1 步 , 列 出 初始 单纯 形 表 ， 见 表 6 一 2。 




















of Pp | [2] 1 —1 50 25 
ar 0 2 1 一 1 40 40 
dy Ps 2 2 1 —1 | 8g0 40 
已 -1 一? 1 1 
[i Tj 
“Pp, 














第 2 步 ， 计 算 检验 数 ， 确 定 换 和 变量。 由 于 第 1 优先 级 检验 数 存在 负数 ， 未 得 到 优 
化 ， 第 2 级 检验 数 可 先 不 计算 。 最 小 检验 数 一 2，z: 为 换 
第 3 步 ， 计 算 比 值 ， 确 定 换 出 变量 。min 150/2， 


变量 。 
第 4 步 ， 用 换 和 人 变量 替换 换 出 变量 ， oa 并 进行 迭代 ， 见 表 6- 3。 


V2 Js 人 


,80/2) 二 25，dT 为 换 出 














, 


0 |Gr VS -2 12 NAL 15 | 10 

dy Pp; -| A a | 小 EF 1 = 30 30 

Pi WA™ 1 > 1 
1 天 




















第 1 优先 级 检验 数 均 非 负 ， 得 到 了 优化 ， 计 算 第 2 优先 级 检验 数 ， 有 2 个 一 1， 按 顺 
序 取 zi 为 换 入 变量 ，cz 为 换 出 变量 ,继续 迭代 见 表 6- 4。 








表 6-4 第 2 步 迭 代 
x 0 1 Ws = = 1 20 
EE 0 1 = 3 2/3 =2/§ 10 30 
ds 已 一 2/3 [2/3] 一 2/3 2/3 1 = 20 30 
“PP 1 1 
CG Ti 
“PP; 2/3 —2/3 2/3 —2/3 和 

















第 2 优先 级 有 2 个 一 2/3， 按 顺序 取 di 为 换 入 变量 。 由 于 两 个 比值 均 为 30， 可 任 选 
一 个 为 离 去 变量 ， 考 虑 d5 离 去 后 ，Cs 全 部 为 0， 所 有 检验 数 均 会 非 负 ， 故 选取 心 离 去 。 
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和 迭代 见 表 6-5 

















表 6-5 第 3 步 和 迭代 
a 
b，| 比值 
基 Ci 0 0 Pp 0 0 Pp P: 0 
工 0 . 0 = . 1 一 1 40 
Xl 0 1 0 1 一 电 = 2 0 
而 0 = 1 = 1 3/2 —3/2 30 
“Pl 1 . 
"PP; L 1 








于 是 得 满意 解 : zi 一 
6. 2. 3 序 贯 算法 及 Lingo 操作 





序 贯 是 数理 统计 学 的 一 个 分 支 ， 


究 的 对 象 是 所 谓 “ 序 贯 抽 样 方案 ”， 
抽样 ， 直 到 决定 停止 为 止 。 依 据 这 
东 ， 目标 函数 中 的 优先 因子 取 “ 


先 次 序 逐 级 添加 目 标 约束 并 进行 优化 
承 导 人 案例 3 用 序 贯 算法 求解 日 标 规划 问题 


【 例 6.5】 

mins 一 Pidr 十 Petdz 

和 2 委 12 

网 A T 十 3zz 十 cd 
SN 

2an—zrtad 
S41K 

471 十 cd 一 df 


5x2 




















而 


解 执行 ; 


第 1 步 ， 先 考虑 只 有 第 1 优先 级 的 目标 约束 ， 已 取 1， 


模型 LP1: 
min 一 dl _ 
2 十 2 一 125 
2Z#xl+3#x2+dl_ 
执行 “Lingo/Solve” 菜 单 命令 ， 
Global optimal solution found. 
Objective value: 
Total solver iterations: 
Variable Value 
D1 0. 000000 





+ =16 
dr —dt =15 

ei 
“程序 /Lingo/” 命 令 ， 打开 Lingo 编辑 窗口 。 








)， 一 40， 目 标 1 产生 30 个 正 偏差; 怖 欠 偏差 均 为 0， 


NS 
源 于 A。 瓦 儿 德 你 1947 年 发 表 的 一 本 同名 著作 ， 研 
其 基本 思想 是 3 抑 抽 少量 样本 ， 根 据 结果 再 决定 继续 
-思想 ; | 先 海 虑 只 有 系统 约束 和 最 高 优先 级 的 目标 约 
来 得 | 标 函 数 中 偏差 变量 的 值 ， 将 其 同 定 ， 再 按 优 
下 到 全 部 目标 优化 完毕 为 止 。 






十 必 ) 十 3P， (人 二 大 ) 十 Psdi 
、 系统 约 束 
= 1 


—di 一 
J 
变量 非 负 约束 


=D 攻 

















其 余 优先 





子 取 0， 建 立 Lingo 





dl=15; 
得 优化 结果 : 


0. 000000 

多 

Reduced Cost 
1. 000000 





六 上 且 标 规划 NS 


XI 3. 000000 0. 000000 
2 3. 000000 0. 000000 
Dl 0. 000000 0. 000000 

由 结果 可 见 ，d1 _ 二 0( 注 : 在 添加 全 部 目标 约束 之 前 ， 优 化 结果 中 只 考虑 目标 函数 中 





偏差 变量 的 值 ， ee nt 
第 2 步 ， 对 第 2 优先 级 目标 进行 优化 。 
将 LP1 添加 第 2 优先 级 目标 约束 ， 并 将 刚刚 求 得 的 dl _ 三 0 添加 为 系统 约束 ， 同 时 将 
目标 函数 中 已 取 1， 其 余 优先 因子 取 0。 于 是 模型 变 成 LP2: 
min 一 d2_ 十 d2; 
2* xl 十 2 * x2 一 一 12; 
2*xl 十 3* x2 十 d1 _ 一 d1 王 15; 
2x xl 一 x2 十 42_ 一 d2 一 0; 了 丛 
dl _ =0; KK 
优化 结果 : d2 _ 一 d2 一 0。 pe SN 3 优先 级 目标 约束 ， 同 时 
将 目标 函数 中 己 取 1， 其 余 取 优先 因子 取 0 王 本 成 LP3: 


n 一 3x d3_ 十 3* d3 十 d4; 


2* xl 十 2 * x2 一 一 12; 人 A 
NS 
XH 
\\ 








2*xl 十 3x* x2 十 dl _ 一 dl 一 15 
、 
Vv 


2* x2td2 2=0; x 
4#xl+d3_ —d3=16; w)1,\ 多 
5xx2+d4_ —d415; We L 
D1 _ =0; Ne RK Es 
优化 结果 ， 人 < :站 Ey 
Global NE solution found. A 
Objective walue: 29. 00000 
Total solver iterations: 0 
Variable Value Reduced Cost 
D3_ 8. 000000 0. 000000 
D4 5. 000000 0. 000000 
Xl 2. 000000 0. 000000 
X2 4. 000000 0. 000000 
D1 1.000000 0. 000000 


(注意 :只 列 出 了 非 零 变量 的 值 ) 

结果 显示 ， 满 意 解 为 产品 工 生产 2 个 、 产 品 开 生产 4 个 ， 利 润 目标 产生 1 个 正 偏差 ; 
产品 比例 正好 1: 2; 设备 B 有 8 个 台 时 剩余 ， 可 用 于 安排 其 他 产品 生产 ; 设备 C 加 班 5 
个 台 时 。 
6.2.4 利用 WinQSB 求解 目标 规划 

【 例 6. 6】 利用 WinQSB 求 解 有 层次 差异 的 目标 规划 : 
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min z 一 Pd 十 P:(dz +di )+3Ps(ds +di )+Psdi 
2zi 十 2z< 委 12 系统 约束 
2zx1+3zxs+di —di =15 
2z1—zst+d; —dt =0 2 
st. dx 二 dd 一 d= 二 16 目标 约束 
5xzz 十 d —dt =15 
ZI， Xz， dj ,dj 之 0 (=1，2，3，4) 变量 非 负 约束 
解 第 1 步 , 执行 “程序 /WinQSB/Goal Programming/File/New Problem”"， 打开 如 
图 6.3 所 示 的 对 话 框 。 
Number of Goals( 目 标 数 ， 指 优先 级 数 ) 输 入 “3”; 
Number of Varialbes( 变 量 数 ， tee 10”; 
Number of Constraints( 约 束 条 件数 ,包括 系 统 约束 约束 ) 输 入 “5”; 
Default Goal Criteria( 日 标 要 求 ， 选取 “Minimizatien 小 ); 
Data Entry Format( 数 据 输入 方式 ， 选 取 表 ， ny Matrix Form); 
Default Variable Type( 数 据 类 型 ， a Nonegative continuous), 


第 2 步 ， 单 击 OK 按钮 生成 表格 ， wy 辣 6.5 的 数据 编辑 窗口 ， 但 包括 偏差 变 











量 均 为 x 的 下 标 变量 。 SS- 
第 3 步 ， 执行 于 单 命令 Pile/Vat Names。 修 改 偏差 变量 各 (注意 ， 负 偏差 变量 
用 下 划 线 而 不能 用 负 号 (如 训 全 和) 激 


ames for GP Sample Problem XxX| 





图 6.3 WinQSB 目标 规划 对 话 框 图 6.4 修改 变量 名 对 话 框 


第 4 步 , 单 击 OK 按钮 ， 返回 数据 窗口 并 按 数 学 模型 输入 数据 (Gi 所 在 行为 目标 函数 
中 优先 因子 P, 所 对 应 的 偏差 变量 的 系数 ， 以 此 类 推 )( 如 图 6. 5 所 示 ) 。 

第 5 步 ， 执 行 菜单 命令 : Solve and Analyze/Solve the Problem 得 运行 结果 (注意 : 
输出 结果 中 给 出 了 从 最 高 优先 级 目标 G1 到 最 低 优先 级 目标 G3 优化 结果 ， 应 看 G3， 它 是 
最 终 的 优化 结果 ， 如 图 6. 6 所 示 ) 。 
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图 6.5 数据 输入 窗口 





















































Goal Decision Solution Unit Cost or Total Ri ome Allowable 
Level Variable Value ~ Profit ci Contribution ~ Min cl) Max cf 
63 x1 0 
63 X2 0 
63 dl M 
63 dl 0 
63 d2_ M 
63 d2 M 
63 d3_ M 
63 d3 M 
63 da M 
63 d4 1.00 
> 
RE a \ 
.<< 六 必 > 
NN 6. 3 目标 规划 应 用 举例 


案例 6-1 广告 策划 
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分 析 这 是 一 个 无 层次 差异 的 多 目标 规划 问题 ,首先 
设 三 足球 比赛 期 间 播放 广告 的 时 间 ， Fe 


则 有 系统 约束 一 广告 投资 限制 ，10x1 -+6xs 60、 
3 个 目标 表示 为 3 个 目标 约束 : XA 
HIM 约束 ， 7a1+3x:>40 a a 0 


“4 、 浓 =di =60 
min dy 


疗 - Ds 


LIP 约束 : 10z 站 


HIW 约束 : 


i 42,>35 5 十 4 

min 
公司 的 目标 众 数量 的 减少 滞销 损失 最 小 ， 因 此 以 单位 观众 数量 减 
人 ca 目标 函数 可 议 宕 示 为 ，min = 一 204T 十 10dz 十 5dr 。 于 是 得 
me 











min < 一 20dT 十 10dz 十 5d3 
10zi 十 6zo<60 系统 约束 
7zi 十 3z 十 d —dt =40 
st. 4 10x1+5zs tdi —di -ti 
5z1 二 4zs 二 di 一 di = 二 35 
Xl», Xz» ds， 二: 二 0 
解决 方案 ”利用 求解 工具 求 得 结果 : x 二 6，di 二 2，d5 二 5， 其 余 二 0。 即 选择 6 分 
钟 的 体育 节目 期 间 插播 的 广告 ， 高 收入 男士 观众 数量 可 超过 2 百 万 ， 低 收入 人 群 正好 达到 
60 百 万 ， 高 收入 女士 观众 数量 与 目标 差 5 百 万 。 
决策 建议 ”在 现 有 广告 费 支 出 情况 下 ， 这 是 满意 的 方案 ， 选 择 体 育 节目 期 间 插播 6 分 
钟 的 广告 。 
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ooooooooooesosoooosoooosoooooooooooooovosooooooooooooooooovooooooooorooooooroooooooooooosooov， Ea 上 标 规划 


案例 6-2 产品 决策 问题 





分 析 ”该 问题 的 目标 有 3 个 ,分 别 是 长 期 利润 、 员 工 水 平和 投资 限制 ， 是 一 个 多 目标 
规划 问题 。 首 先 建立 该 问题 的 数学 模型 。 

设 zz， zs， zs 分别 表示 产品 、 呈 、 阴 的 产量 ，3 个 目标 可 表示 为 如 下 3 个 目标 
约束 : 
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DD 


| 12z 十 9zs 十 15zs 十 di —di =125 
lmin 5dT 

5zli 十 3zz 十 47zs 十 必 —di =40 

min 4dz 十 2d; 


长 期 利润 : 12zi 十 9zz 十 15zs 壹 125 


员工 水 平 : 5zi 十 3zz 十 4zs 一 40: 




















5x1+7zxs+8x3+d7 —d: =55 
投资 资金 ，5z tet anos> | 人 
min 3d3 


数学 模型 为 : 
min zx 一 5dT 十 4dz 十 2d# 十 3d3 
12zi 十 gz 十 15zm 十 在 一 性 一 125 
ee | 十 3zz 十 4zs 十 dz 一 di = 二 40 
5zi 十 7zz 十 8zs 十 ds 一 di} 5 : 
| xs, dt>0 (i=1, QI 
解决 方案 ”对 模型 优化 结果 :产品 生产 8. 333, 契 个 产品 开 不 生产 ， 产 品 卫生 产 
1. 667 万 个 。 利 润 目标 和 投资 限制 目标 均 已 达到 。 志 要 新 雇佣 833 名 员工 。 
对 于 优化 结果 ， 人 事 部 门 认为 员工 数量 增加 应 该 是 一 个 临时 效应 ， 将 来 员工 的 解雇 
会 产生 极 坏 的 社会 影响 ， 人 事 部 门 认为 一 个 优先 权 应 该 用 来 避免 超额 员工 情形 的 出 现 ， 财 
务 部 门 认为 超过 5 500 万 元 的 投资 是 非常 困难 的 ， 一 个 非常 高 的 优先 权 也 应 该 用 来 避免 出 
现 超额 投资 情形 。 于 是 调整 为 有 去 | 的 模型 : x 
min# PMN2di +3dt )+ PaSdiH dr ) 
“Te +9xs+15z Wi =125 
l Sm 3 hz di =40 
elsn t+?7z ME dt =55 


NY si i Dl; 4 


优化 结果 为 : 产品 生产 5 万 件 ， 产 品 卫 不 生产 ， 产 品目 生产 3.75 万 件 。 除 利润 少 























875 万 元 外 ， 其 余 目 标 全 部 满足 。 经 讨论 认为 这 一 方案 是 可 接受 的 满意 方案 。 
决策 建议 建议 产品 T 大 量 生 产 ， 产 品 焉 少量 生产 ,产品 开 暂 推 迟 生 产 ， 待 进一步 调 
研 后 再 定 。 


案例 6-3 Fruit 公司 芯片 购买 决策 


阅读 案例 6- 3， 并 按 下 列 要 求 提出 决策 建议 : 

(1) 表述 并 求解 一 个 LP， 帮 助 Fruit 公司 使 与 达到 年 度 芯 片 要 求 的 ， 有 关 的 罚款 最 小 
的 购买 方案 。 

(2) 使 用 优先 目标 规划 确定 采购 策略 ， 设 预算 约束 条 件 具有 最 高 优先 级 ， 依 次 是 对 优 
等 、 良 好 级 和 中 等 芯片 的 限制 条 件 。 
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分 析 根据 要 求 (1) ， 以 最 小 罚 衣 Ee 层 次 差异 模型 。 要求 (2)， 采 
用 优先 日 标 规划 则 是 有 层次 差异 模 型 。 后 
解决 方案 设 : zi? 了 Hz 表示 向 3 个 供 丙 购买 芯片 数 量 ( 套 )， 十 ，m 表示 
特别 订购 优等 、 良好 级 和 中 等 芯片 的 数量 CG). 》 
(1) 求 罚 \ 的 方案 为 无 层次 差异 的 模型 。 
芯片 需求 限制 (系统 约束 )， 


60zi 十 50z: 十 40zs 十 站 三 5 000 优等 

20z 十 35z 十 20zs 十 zs 二 3 000 良好 级 

20zxz1 十 15xz 十 40x3 十 xs 宇 1 000 中 等 

预算 限制 (目标 约束 ): 

400z1 十 300zxs 十 250zx3 十 10z4 十 6xs 十 4x6 寺 28 000 
edi Hl10zsT6z; 十 4 十 di 一 di 二 28 000 


min = 一 < 




















min z=di 
60z1 十 50zxz 十 40zxs 十 x1 宇 5 000 
20z1 十 35zxs 十 20z3 十 zs 宇 3 000 
xs 如 20zi 十 15zz 十 40zs 十 zs 伺 1 000 








于 是 有 LP 模型 : 


400zi 十 300zz 十 250zs 十 10z: 十 6zs 十 4ze 十 d 一 


TI~6， dt 宇 0 


di =28 000 





DD 


优化 结果 : 向 供应 商 2 购买 100 套 芯片 ， 满 足 全 部 质量 芯片 的 需求 。 但 良好 级 和 中 级 
芯片 各 多 了 500 个 ， 超 预算 2 000 美元 。 为 此 ， 应 采用 一 个 很 高 的 优先 级 对 预算 进行 限制 。 

(2) 有 层次 差异 模型 。 依 题 意 ， 考 虑 预算 、 优 等 、 良 好 级 和 中 等 芯片 4 个 优先 层次 ， 
模型 可 改写 为 : 


优化 结 


min z=Pidi + Pd; +Psds +Pdr 
400zi 十 300zz 十 250zs 十 10z 十 6zs 十 4zs 十 d 一 di 二 28 000 
60z1 十 50xs 十 40zxs 十 T1 十 di 一 d2 二 5 000 
$. 14 20Zx1 十 35xz 十 20z3 十 zx; 十 ds 一 d3 二 3 000 
20zi 十 15zz 十 40zs 十 ze 十 di 一 di 一 1 000 
ZI-6，cdE4 过 0 
洁 果 向 供应 商 2 购买 93 套 芯 片 ， 再 特别 定购 优等 臣 序 加, 个， 预算 正好 28 000 














美元 ， 优 等 芯片 少 340 个 ， 良 好 级 多 255 个 ,中 等 多 395 个 SN 
决策 建议 若 以 罚款 额 为 目标 ,会 因 良 好 级 和 中 级 仿 片 的 剩余 而 产生 更 多 的 损失 ， 故 
有 层次 差异 模型 更 合适 一 些 。 应 向 供应 商 2 RS :a 再 特别 定购 优等 芯片 10 个 。 


-XN 








Gs 小 结 所 


本 章 介绍 了 目标 规划 的 概念 、 ee 2 
| 目标 规划 建 模 是 目标 规划 应 用 的 关键 环节 ， 其 步 驰 如 下 x 久 


第 一 步 : 根据 背景 村 5 电 所 有 的 来 不 等 均 (包括 系 线 基 和 和 目标 约 东 ); 
| 第 二 步 : 对 目标 约束 不 Ki nA 转换 为 等 式 约束 ; 


第 三 步 ; 于 标的 目标 要 求 日 标 约 素 符 


偏差 最 小 ; 


负 偏差 最 小 ; 目标 约束 符 为 “ 
目 粮 二 来 答 为 “一”"， 正 负 信 关 之 和 六 小 ， 


目标 规划 的 求解 方法 介绍 了 图 解法 (只 适用 于 两 个 变量 )、 单 纯 形 法 和 序 贯 算法 。 


| 第 四 步 ， 衣 目标 的 目标 要 求 用 优先 因子 及 权 系 数组 合成 一 个 目标 ， 求 其 最 小 值 。 








所 人 
入 二 关 健 术 语 


日 标 规划 (Goal Programming) 偏差 变量 (Deviation Variable) 
目标 约束 (Goal Constraint) 系统 约束 (System Constraint) 
优先 级 (Priority) 权 系数 (Weight Coefficient) 
图 解法 (Graphical Method) 单纯 形 法 (Simplex Method) 


序 贯 算法 (Sequential Method) 


全 、 知识 链接 


对 于 对 


大 问题 ， 权 系数 的 确定 可 采取 专家 意见 法 ， 操 作 方法 见 自 编 软 件 ExcelORM 的 





帮助 文件 。 
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区 6 音 目标 规划 
1. 简 答 下 列 问题 。 


(1) 与 一 般 问 题 线 性 规划 相 比 ， 目 标 规划 的 突出 特点 是 什么 ? 

(2) 简 述 目标 规划 的 建 模 步骤 。 

(3) 简 述 序 贯 算法 的 步骤 。 

(4) 说 明 用 下 列 方式 表达 目标 规划 中 的 目标 函数 ， 在 逻辑 上 是 否 合理 ? 

Dmax z=d7 十 df: Omax zx 一 一 df， @min z=d- +d*; @min zx 一 d —dT。 

2. 某 工厂 生产 两 种 产品 ， 各 产品 每 件 的 制造 时 间 及 机 器 每 天 最 多 运转 时 间 如 表 6-9 
所 示 。 








表 6-9 设备 台 时 需求 表 人 


产品 A 机 器 (小 时 ) 有 EE 








甲 产品 2 300 
乙 产 品 1 200 
最 多 运转 时 间 6 WV 8 





如 果 该 厂 要 求 每 日 达到 1 200 元 利 涧 着 是否 可 能 ?如 果 要 求 达到 这 个 目标 ， 哪 一 部 机 
器 应 加 班 工作 ? 试 列 出 该 问题 的 目标 规划 数学 模型， 其 作弄 用 国 他 和 单 形 法 水 得 清 





3 某 形 色 电视 机 三 生产 2 <、C 3 种 规格 的 神仙， 装配 工作 在 同一 生产 线 上 完成 ， 
3 种 产品 装配 时 的 工 时 消耗 疤 别 为 6、8、10 小 时 ， 生产 线 每 月 正常 台 时 为 200 小 时 ; 3 种 
i 每 各 可 获 利 分 别 为 500 元 5550 元 和 800 元 ， 每 月 销售 量 预计 为 12 台 、10 
台 和 6 如 六 6 10 所 示 )。 > 


表 6-10 目标 规划 数据 表 




















A 产品 B 产 品 C 产 品 机 器 正常 台 时 
所 需要 台 时 6 8 10 200 
单位 产品 利润 500 650 800 
预计 销售 量 12 10 6 
该 厂 经 营 目标 如 下 : 
Rt 利润 目标 为 每 月 16 000 元 ,争取 超额 完成 ; 
P2 一 一 充分 利用 现 有 生产 能 力 ; 





P4 一 一 产量 以 预计 销售 量 为 标准 。 

试 建立 该 问题 的 目标 规划 模型 。 

4. 已 知 有 4 个 产地 3 个 销 地 的 运输 问题 。 有 关 供 需 数量 及 单位 运费 如 表 6- 11 所 示 ， 
经 营 决策 中 要 求 所 有 产地 的 产量 必须 全 部 运 出 ,希望 达到 目标 以 及 优先 等 级 如 下 : 
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P1: 销 地 B, 、B。 至 少 得 到 它 需 求 量 的 50%; 

P2: 必须 满足 销 地 B; 全 部 需求 量 ; 

P3: 由 于 客观 原因 ， 要 尽量 减少 A, 调运 到 B, 的 货物 量 ; 

P4: 若 期 望 运费 122 元 ， 并 尽 可 能 减少 运输 费 。 

试 列 出 该 问题 的 目标 规划 数学 模型 ， 并 利用 计算 机 求 得 满意 解 。 若 将 运费 目标 放 在 第 
一 位 ， 结 果 又 是 怎样 ? 








表 6-11 单位 运 价 及 供需 数据 表 











ee sa B B: B; 供应 量 /kg 
Al 5 8 3 Jy 10 
A bi 4 8 了 4 
A. 2 6 9 4 
A 4 6 6 12 
需求 量 /kg 蕊 14 , 14 











5. 某 种 品牌 酒 系 由 :种 等 级 的 酒 竞 制 而 域 > 各 种 等 级 酒 的 供应 为 : 等 级 工 供应 量 为 
1 500 单 位 /天 ， 成 本 为 6 元 /单位 ; 等 级 有 供应 量 为 2 000 单位 /天 ,成 本 为 4.5 元 /单位 ; 等 
级 轩 供 应 量 为 1 000 单位 /天 ， 成 本 为 3 元 /单位 。 该 利 品牌 的 酒 有 人 黄 、 蓝 )， 








各 种 商标 酒 的 混合 比 及 售 价 如 -67 所 示 。 为 保持 声誉 ;- 确定 经 营 日 标 为 : 竞 制 要 求 
严格 满足 ， P2 企业 每 天 获取 2 400 元 利润 并 尽 可 能 超过 ， P3 A 
不 低 于 2 000 单位 。 斌 建立 下 问题 的 目标 规划 模型 ,。 并 用 工具 软件 求解 。 

< 表 6- 12 汤 比 要 求 及 单位 售 价 











商标 竞 制 配 比 要 求 单位 售 价 (元 ) 
红 等 级 山 少 于 10%， 等 级 工 多 于 50% 5.5 

黄 等 级 且 少 于 70 只 ， 等 级 工 多 于 20% 5.0 

蓝 等 级 册 少 于 50%， 等 级 1 多 于 10% 4.8 











6. 某 公 司 通过 混合 牛肉 、 猪 肉 、 羊 肉 和 水 淀粉 生产 香肠 。 表 6 - 13 给 出 了 这 些 成 分 每 


公斤 的 成 本 及 所 含 脂肪 和 和 蛋白质。 
表 6-13 生产 香肠 的 各 种 成 分 














牛肉 猪肉 羊肉 水 淀粉 
蛋白 质 (每 公斤 ) 0.20 0. 26 0.08 0 
脂肪 (每 公斤 ) 0.05 0.24 0.11 0 
成 本 (元 /公斤 ) 24 20 22 1 

















该 公司 需要 生产 200 公斤 香肠 ， 并 且 按 照 优 先 级 顺序 制定 下 列 目标 。 





ETT Ea 上 标 规划 


目标 1: 香肠 所 含 的 蛋白 质 至 少 应 当 达 到 15%。 

目标 2: 香肠 所 含 的 脂肪 最 多 只 能 有 8%。 

目标 3: 每 公斤 香肠 的 成 本 不 能 超过 22 元 。 

请 为 该 公司 表述 一 个 有 层次 差异 的 目标 规划 模型 ， 并 用 工具 软件 求解 。 
7. 请 先 阅读 案例 6- 4， 要 求 如 下 。 

(1) 建立 目标 规划 数学 模型 。 

(2) 利用 软件 求 其 满意 解 。 

(3) 对 求解 结果 进行 分 析 ， 并 提出 建议 。 





8. 请 先 阅读 案例 6- 5， 然 后 案例 中 所 确定 的 目标 进行 决策 。 





9. 有 层次 差异 的 目标 规划 。 C 
【实验 项 目 】 员 工 工作 时 间 安 排 。 二 
【实验 目的 】 掌 握 WinQSB 求 解 目标 规划 的 方法 。 

【实验 内 容 】 用 WinQSB( 也 可 使 用 下 xpel 或 Lingo) 求 解 案例 6- 5。 
【实验 要 求 】 math pa Oi 全 从 析 实 蛤 结果 。 
10. 无 层次 差异 的 目标 规划 

【实验 项 目 】 产 品 组 合 问题 > % 
【实验 目的 】 掌 握 WipQSB、Excel 或 LingS 求解 目标 规划 的 方法 。 

【实验 内 容 】 用 WinQSB、 Excel 或 Hanigo3 求解 下 列 内 容 : 

某 公 司 有 员 'T)100 人 ， 每 人 可 生产 两 种 产品 ， 生 产 1 件 甲 产 品 需 要 劳动 时 间 4 小 时 ， 





单位 利润 100 元 ;生产 1 件 乙 产 品 需要 劳动 时 间 2 小 时 ， 单 位 利润 50 元 。 公 司 目标 是 获 
得 48 000 元 利润 总 额 ， 如 果 减 少 1 元 将 遭受 1 元 的 损失 ， 每 人 可 用 的 劳动 时 间 是 32 小 时 ， 
如 果 超 过 32 小 时 ， 每 小 时 将 多 支出 2 元 的 加 班 费 ; 产品 乙 市 场 需求 1 000 件 ， 如 果 缺 货 1 
件 ， 将 产生 5 元 的 损失 。 试 表述 并 求解 一 个 总 损失 最 小 的 无 层次 差异 的 目标 规划 模型 并 


【实验 要 求 〗(1) 建 立 数学 模型 ，(2) 简 述 操作 过 程 ; (3) 分 析 实 验 结果 。 





图 与 网 络 模型 


XN 






























、 
XS 
a + eS 
属 教 学 目标 NE 
一 一 LS 
知识 上 标 | 技能 目标 应 用 方向 
1. 理解 图 的 基本 概念 -人 | 1 会 利用 各 圈 法 起 被 圈 法 ， 并 合理 组 织 人 力 、 
图 、 有 向 图 、 无 向 图 、 图 、 环 、 QSB/Netork Modeling/ Minimal Splan- | 物力 、 财 力 的 单 
链 、 问 、 路 、 回 路 局 次 、 树 图 、 支 |】 ningjtree 求解 最 小 支撑 树 问题 日 标 优化 问题 
返 树 、 容 量 网 络 、 可 币 流 、 增 广 链 、| 2. 盆 利 是 Diikstra 标号 算法 ， 并 掌握 | 如 各 种 通信 网 络 
制 、 割 的 容 最 N WinQSB/Netork Modeling/Shortest | 的 合理 架设 、 交 
2. 算法 要 求 path Problem 求解 两 点 间 最 短路 问题 | 通 网 络 的 合理 分 
01) 熟练 掌握 最 小 支撑 树 的 避 圈 法 和 破 | 3. 会 利用 Ford 一 Fulkerson 标号 算法 求解 | 布 、 服 务 设施 的 
法 网 络 最 大 流 问 题 合理 布局 、 供 排 
掌握 最 短路 Dijkstra 标号 算法 | 4. 会 利用 Excel 求解 各 点 间 最 短路 问题 ，| 水 网 络 规划 、 最 
03) 熟练 掌握 网 络 最 大 流 的 Ford Fulk- | ”并 进行 单 服务 设施 布点 佳 邮递 员 路 线 、 
erson 标号 算法 5. 会 利用 奇 点 判断 并 选择 最 短路 线 排 课 问题 等 
(掌握 中 国 邮 路 问题 的 求解 方法 6. 了 解 最 小 费用 流 的 求法 
(5) 了 解 最 小 费用 流 的 模型 7. 了 解 多 服务 设施 布点 的 Excel 求 法 














排 课 等 匹配 问题 


一 -LS | 
三 


最 小 费用 流 多 服务 设施 布点 


i 路 问题 
最 短路 问题 单 服务 设施 布点 


回 到 始点 最 佳 路 线 



































国 。 导入 案例 


七 桥 问题 


18 世纪 时 ,欧洲 有 闷 介 网 景 秀丽 的 小 城 哥 尼斯 堡 ， 那 里 有 七 座 桥 。 如 
图 7. 1(a) 所 示 。 河 电 约 全 岛 与 河岸 A、 对 岸 B 各 有 两 座 桥 相 连接 ， 河 中 两 支流 
之 间 的 陆地 了 D 后 入 .多 NC 各 有 一 座 桥 相连 接 。 当 时 哥 尼斯 堡 的 居民 中 流传 着 一 
道 难题 ， 一 个 信念 翌 计 能 一 次 走 包 七 座 桥 信 每 产 桥 只 走 过 一 次 ， 最 后 回 到 出 发 
点 ? 大 家 潮 谍 图 找 出 问题 的 答案 ， 但 是 谁 世 解决 不 了 这 个 问题 。 这 就 是 著名 的 七 
桥 问题 。 Wy 
刁 桥 问题 引起 了 著名 数学 家 欧 拉 的 关注 。 他 把 具体 七 桥 布局 化 为 图 7.1(5) 所 
示 的 简单 图 形 ， 于 是 ， 水 称 向 题 味 笔画 问题 : 怎样 才能 从 A、B、C、 
欧 拉 (1707 一 083)、 万 中 的 某 一 点 出 发 ， 一 笔画 出 这 个 简单 图 形 ( 即 笔 不 离开 纸 )， 并 且 最 后 返回 起 
点 ? 欧 拉 经 过 研究 得 出 的 结论 是 : 图 7.1(0) 是 不 能 一 笔画 出 的 图 形 。 这 就 是 说 ， 
七 桥 问题 是 无 解 的 。1736 年 ， 欧 拉 在 圣 彼 得 4 作 了 一 次 学 术 报告 。 在 报告 中 ， 他 证 明了 鉴别 任 一 
图 形 能 否 一 笔画 出 的 准则 ， 即 欧 拉 定 理 。 


< 二 站 


(a) 七 桥 问题 示意 图 (b) 七 桥 问题 简单 图 
图 7.1 七 桥 问 题 
运筹 学 中 把 一 些 研究 对 象 用 节点 表示 ， 对 象 之 间 的 关系 用 连 线 ( 边 ) 表 示 ( 如 图 7. 1(b) 所 
示 )。 用 点 、 边 的 集合 构成 图 。 图 论 是 研究 有 节点 和 边 所 组 成 图 形 的 数学 理论 和 方法 。 图 
是 网 络 分 析 的 基础 ， 根 据 具体 研究 的 网 络 对 象 (如 铁路 网 、 电 力 网 、 通 信 网 等 )， 赋 了 予 图 上 
各 边 某 个 具体 的 参数 ， 如 时 间 、 流 量 、 费 用 、 距 离 等 ， 规 定 图 中 各 节点 代表 具体 网 络 中 任 
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何 一 种 流动 的 起 点 、 中 转 点 或 终点 ， 然 后 利用 图 论 方法 来 研究 各 类 网 络 结构 和 流量 的 优化 
分 析 。 图 论 广泛 地 应 用 于 物理 学 、 化 学 、 信 息 论 、 科 学 管理 、 电 子 计算 机 等 各 个 领域 ， 如 
在 管理 中 网 络 合理 架设 、 网 络 承载 能 力 分 析 、 服 务 设施 布点 、 匹 配 问题 等 。 


7. 1 图 的 若干 示例 和 基本 概念 


7.1.1 图 的 若干 示例 


在 实际 生活 中 ， 人 们 经 常 遇 到 各 种 各 样 的 图 ， 如 公路 和 铁路 交通 图 、 航 空 线 图 、 管 首 
运输 图 、 通 信 联络 图 等 。 运 筹 学 中 研究 的 图 是 上 述 各 类 图 的 抽象 概括 ， 用 以 表明 一 些 研究 
对 象 和 这 些 对 象 之 间 的 相互 联系 。 为 了 反映 一 些 对 象 之 间 的 关系 ， 常 常 在 纸 上 用 点 和 线 画 
出 各 种 各 样 示意 图 。 YA 

【 例 7.1】 有 A、B、C、D、E 5 个 球 队 ， 它们 之 间 比 赛 的 情况 也 可 以 用 图 表示 出 
来 。 已 知 A 队 和 其 他 各 队 都 比赛 过 一 次 , B 队 和 A 队 比 赛 芝 y 已 队 和 卫队、D 队 比 赛 过 
D 队 和 C 队 、 焉 队 比赛 过 , 已 队 和 和 A 队 、C 队 比 赛 过 红 为 子 反映 这 个 情况 ， 可 以 用 点 A、 
B、C、D、 巨 分 别 代表 这 5 个 队 ， 车 两 个 队 之 间 比 赛 过 、 就 在 这 两 队 相 应 的 点 之 间 连 一 条 


线 ， 这 条 线 不 过 其 他 的 点 ， 如 图 7.2 所 示 。，、 




















图 7.2 例 7.1 图 图 7.3 例 7.2 图 


【 例 7. 2】。 某 单位 储存 8 种 化 学 药品 ， 其 中 革 些 药品 是 不 能 存放 在 同一 个 库房 里 的 。 
为 了 反映 这 个 情况 要 以 点 、zw、…、w 分 别 代表 这 8 种 药品 ， 若 药品 w 和 药品 v 不 能 
存放 在 同一 个 库房 ， 则 在 w 和 了 之 间 连 一 条 线 ， 如 图 7. 3 所 示 。 

前 面 几 个 例子 中 涉及 的 对 象 之 间 的 “关系 ”具有 “对 称 性 ”。 如 4 B 
甲 药品 不 能 和 乙 药 品 放 在 一 起 ， 乙 药品 不 能 和 甲 药品 放 在 一 起 .二 者 
意义 相同 。 在 实际 生活 中 ， 有 许多 关系 不 具有 这 种 对 称 性 。 如 甲 认识 
乙 并 不 意味 着 乙 也 认识 甲 。 比 赛 中 的 胜 负 关系 也 是 这 样 ， 甲 胜 乙 和 乙 “ & 
胜 甲 是 不 同 的 。 反 映 这 种 非 对 称 的 关系 ， 只 用 一 条 连 线 就 不 行 了 。 

【 例 7.3】 车 在 五 支 球 队 比 赛 中 ， 甲 胜 乙 表示 为 “甲乙 ”， 
则 图 7.4 表 明 A 三 胜 一 负 ，B 和 下 一 胜 一 负 ，C 和 了 D 一 胜 两 负 。 图 7.4 例 7.3 图 
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7. 1.2 图 的 基本 概念 


图 (Graph) 是 由 点 (Vertex) 和 点 之 间 的 连 线 所 构成 的 集合 。 不 带 箭头 的 连 线 称 为 边 
(Edge); 带 前 头 的 连 线 称 为 弧 (Arc)。 点 和 边 的 集合 称 为 无 向 图 (Undirected graph) ， 如 
图 7.5(a)， 简 称 图 , 用 G 二 (V，E) 表示 ; 点 和 弧 的 集合 称 为 有 向 图 (Directed graph)， 
























































如 图 7.5(b), 用 了 D= {V，A} 表示 。 有 向 图 去 掉 箭 头 所 形成 的 无 向 图 称 为 该 有 向 图 的 基 
础 图 (underlying graph) 。 

端点 ， 关 联 边 ， 相 邻 。 若 边 e 二 [xu，v]EE， 则 称 u,v 是 e 的 端点 ， 称 e 是 点 或 v 
的 关联 边 。 如 图 7. 5(a) 中 vs 和 六 是 e 的 端点 ; vw 的 关联 边 有 e  ，e ，e ，e; 有 公共 关 
联 边 的 点 称 为 点 相 邻 ， 如 vs 和 ws 有 公共 关联 边 e;，ws 和 ws 相 邻 ， 有 公共 端点 的 边 称 为 边 
相 邻 ， 如 el，e ，e ，e 有 公共 端点 vs， 故 这 四 条 边 相 邻 。 CS 


环 ， 多 重 边 ， 简 单 图 ， 多 重 图 。 两 个 并 点 重合 的 边 称 为 环 [好几 5(a) 中 的 es 二 [w， 
v1]); 若 两 个 点 之 间 有 多 于 一 条 的 边 ， 称 为 多 重 边 ， 如 图 5 GD 中 的 w，e; 一 个 无 环 、 
无 多 重 边 的 图 称 为 简单 图 ; 一 个 无 环 , 但 允许 有 多 重 的 图 称 为 多 重 图 。 

次 ， 奇 点 ， 偶 点 ， 孤 立 点 ， 悬 挂 点 ， 悬 挂 达 “二 了 的 关联 边 的 数目 称 为 v 的 次 (也 称 
度 或 线 度 ) ， 记 为 &Co) ， 如 图 7.5(a) 中 ， da 3 d(w)=4, d(w)=1, d(w)=4( 环 
6 在 计算 d(v ) 时 算 作 两 次 ， 称 为 人 次 和 出 次 ); 次 为 奇数 的 点 称 为 奇 点 ， 如 图 7. 5Ca) 中 oo 
和 内 ;次 为 偶数 的 点 称 为 偶 点 ， 图 705Ca) 中 vw 和 vw; 次 为 0 的 点 称 为 孤立 点 ， 如 
图 7.5(a) 中 vw; 次 为 1 的 点 称 为 医 挂 点 ， 如 图 7. 5( os 5 村 上 点 相 边关 联 的 边 称 为 
悬挂 边 ， 如 图 7. ah 3 2 K WA 





























(a) (b) 
图 7.5 无 向 图 与 有 向 图 


【定理 7.1】 图 G 一 (V， 巨 ) 中 ， 所 有 顶点 的 次 之 和 是 边 数 的 2 倍 。 

【定理 7. 2】 任 一 个 图 中 ， 奇 点 的 个 数 为 偶数 。 

链 ， 圈 ， 路 ， 回 路 ， 连 通 图 。 点 和 边 的 交错 序列 中 ， 若 边 各 不 相同 称 为 链 ， 如 图 7. 5Ca) 
中 的 ww，e;，v4， es，w 就 是 一 条 链 ; 封闭 的 链 称 为 圈 ， 如 图 7.5Ca) 中 的 ,ez, 也，e， 
v4，@，v1; 在 链 中 如 果 点 也 各 不 相同 称 为 路 ， 如 图 7. 5(a) 中 的 如 ，@ 也 ，e，mum; 起 点 
点 重合 的 路 称 为 回路 ; 任意 两 点 之 间 至 少 能 找到 一 条 链 的 图 称 为 连通 图 ， 如 图 7. 5(b) 是 
连通 的 ， 图 7. 5(a) 是 不 连通 的 。 

完全 图 ， 子 图 ， 支 撑 图 (部 分 图 ) 。 一 个 简单 图 中 若 任意 两 点 之 间 均 有 边 相连 ， 称 这 样 
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的 图 为 完全 图 ， 如 图 7. 5(b) 为 完全 图 ， 而 图 7. 5(a) 则 不 是 完全 图 ; 图 G==(V, E) 和 G = 
(W， 已 ) ， 如 果 满 足 WSV 及 已 EE， 则 称 G 是 G 的 子 图 ; 如 果 满 足 V'=V 及 ECE 则 称 
G 是 G 的 一 个 支撑 图 (或 称 为 部 分 图 )。 如 图 7. 6(b) 是 图 (a) 的 子 图 ， 并 不 是 支撑 网 ， 图 (c) 是 
图 (a) 的 支撑 图 。 














MM 





0b) < 
图 7.6 图 、 子 图 、 上 支撑 图 | 一 
了 解 图 的 基本 概念 之 后 ， 再 回顾 例 7. 2 中 8 沽 和 伦 学 药品 存放 的 问题 ， 如 图 7.7(a) 。 要 
求 有 连 线 
看 由 ,包括 内 的 互 不 相 邻 的 有 3 个 了 全， 沁 ， 将 其 放 在 一 起 ， 并 将 点 vw，vs 及 其 
关联 边 在 图 中 去 掉 ， 问 题 简化 为 子 图 (Di 在 子 图 (b) 中 看 也， 包含 邮 的 互 不 相 邻 的 有 也 ， 
吕 ， 节 ， 将 其 放 在 一 起 ， 并 将 点 区 Du 及 其 关联 边民 图 中 去 掩 ， 问 题 又 简化 为 子 图 (o; 
子 图 (c) 中 两 种 药品 v;， 单独 存放 。 于 是 共 需 个 库房 (um » U3, Veo}, (ve, Vs Vr), 


{vs}, (vs)}。 














7.2 树 图 及 图 的 最 小 支撑 树 


7.2.1 树 图 的 概念 和 性 质 


树 图 ， 简 称 树 ， 记 作 TCV，E)， 是 一 类 简单 而 十 分 有 用 的 图 ， 其 定义 是 无 圈 的 联通 
图 。 现 实生 活 中 树 图 随处 可 见 ， 如 管理 组 织 机 构图 、 决 策 树 图 、 聚 类 分 析 的 “龙骨 图 ”、 
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磁盘 文件 存放 路 径 图 、 家 族 族谱 图 、 经 济 管理 中 的 因果 分 析 图 (鱼刺 图 》 
等 ， 其 与 大 自然 中 的 树 的 形体 特征 相似 而 得 各 。 如 将 图 7. 6(a) 的 边 @， 
Cs, es 0 就 构成 了 一 个 树 ( 如 图 7. 8 所 示 )。 
面 给 出 树 的 一 些 重要 性 质 。 

Ee 任何 树 图 必 存 在 悬挂 点 。 如 图 7. 8 所 示 有 3 个 悬挂 点 。 

性 质 2 具有 个 点 的 树 图 的 边 数 恰好 为 p 一 1 条 边 。 如 图 7. 8 所 示 
有 4 个 点 、3 条 边 。 

性 质 3 任何 具有 4p 个 点 p 一 1 条 边 的 联通 图 是 树 图 。 
图 .8 条 图 性 质 4 树 图 中 任意 两 点 之 间 恰 有 一 条 链 。 
性 质 5 树 图 中 任意 两 点 之 间 添 加 一 条 边 正好 构成 一 个 圈 。 
如 果 图 T=(V，E') 是 图 G 二 (V，E) 的 支撑 图 ， 又 是 树 图 ， 则 称 了 是 G 的 一 个 支撑 
树 ( 或 称 为 部 分 树 )。 例 如 图 7. 8 是 图 7. 6(a) 的 一 个 支撑 树 。 KS 
给 定 图 GCV，E)， 若 对 G 中 的 每 一 条 边 [ww]* 和 让 地 轨 予 一 个 数 wy， 则 称 这 
样 的 图 G 为 赋 权 图 ，w 称 为 [u,vw] 的 权 。 这 里 所 说 的 “ 权 ”， 是 指 与 边 有 关 的 数量 指 
标 。 根 据 实际 问题 的 需要 ， 可 以 赋予 它 不 同 的 含义 例如 雪 示 距离 、 时 间 、 费 用 等 。 赋 权 
图 在 图 的 理论 及 其 应 用 方面 占据 着 重要 的 地 位 、 牙 权 图 不 仅 指出 各 个 点 之 间 的 邻接 关系 
而 且 同时 表示 出 各 点 之 间 的 数量 关系 。 所 以 六 赋 权 图 被 广泛 地 应 用 于 解决 工程 技术 及 科学 
生产 管理 等 领域 中 的 最 优化 问题 。 最 小 支撑 树 问题 就 是 赋 权 图 上 的 最 优化 问题 之 一 。 
如 果 T 一 (V，E) 是 G 的 一 个 本 称 因 有 所 有 边 的 权 之 和 为 支 朱 树 了 的 权 ， 记 为 


w(T)。 即 
oa 式 7.1 


1 w(T") 是 G 的 所 有 安 拉 树 的 权 中 最 小 者 ， 则 称 一 为 G 的 最 小 支 
部 分 树 ，minimum spanning tree) 。 即 有 
wT )=min w(T) 

其 中 ， 对 G 的 所 有 支撑 树 了 取 最 小 。 

下 面 不 加 证 明 地 给 出 如 下 性 质 : 

【定理 7.3】 图 G 有 支撑 树 的 充分 必要 条 件 是 图 G 连通 的 。 

【定理 7.4】 ”图 中 任意 一 点 i， 若 j 是 与 i 相 邻 点 中 树 数 最 小 的 ， 则 边 [让 一 定 包 
含 在 该 图 的 最 小 支撑 树 内 。 

推论 把 图 的 所 有 点 分 成 V 和 V 两 个 集合 ， 则 两 集合 之 间 具 有 最 小 权 的 边 一 定 包含 
在 最 小 支撑 树 内 。 















































a 
撑 树 图 (或 称 最 小 





























避 圈 法 和 破 圈 法 





(1) 避 圈 法 。 
由 定理 7.4 及 其 推论 ， 求 最 小 支撑 树 的 避 圈 法 的 步骤 如 下 : 


第 1 步 ， 任 选 一 点 ,让 vw EV， 图 中 其 余 的 点 均 在 V 中 ; 

















ER mene 


第 2 步 ， 从 V 与 V 的 连 线 中 找 出 最 小 边 ， 这 条 边 一 定 包括 在 最 小 支撑 树 中， 不妨 
设 这 条 边 为 [vi，v],， 将 [v;， 包 ]」 加 粗 ， 以 标记 是 最 小 支撑 树 内 的 边 ; 


第 3 步 , 令 VUuw=>V,， V\ w=>V 重复 2、3 步 直到 所 有 点 均 包 含 在 V 中 为 止 。 








【 例 7.4】 某 工厂 内 联结 6 个 车 间 的 道路 网 如 图 7. 9(a) 所 示 ， 已 知 每 条 道路 的 长 ， 
要 求 沿 道路 架设 联结 六 个 车 间 的 电话 线 网 ， 使 电话 线 的 总 长 最 小 。 
解 ” 用 避 圈 法 求解 : 














> 
叫 


min 了 ”| 一 min 二 7, 边 [A，C] 包含 在 最 小 支撑 树 中 ， 如 图 7. 9(b) 。 


WV= {A, C}, V= {B, D, E, F} 





w [A, B] 8 a 

min 4w [B, C] =min 43 * 一 3, 边 [B， CO "包谷 在 最 小 支撑 树 中 ， 如 图 7. 9(c)。 
w [C, E] 4 A 

v= (A, B, C}, V= (D, E, Fk 
w [B, D] 5] .XX 

min 4z [B，E] /一 min 49 4 人 边 [C，E] 包含 在 最 小 支撑 树 中 ， 如 图 7. 9(d)。 
w [C, E] SA wv; 

















min <w {Ds on 二 min 4 6 * 一 1， 迹 江 于 问 包含 在 最 小 支撑 树 中 ， 如 图 7. 9(e) 。 
1 














图 7.9 避 图 法 求解 最 小 支撑 树 
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DV= {A, B, C, E, F}, V= {D} 


w [B, | 5 
范 , 局 un 边 [D,，F] 包含 在 最 小 支撑 树 中 ， 如 图 7. 9(f)。 
w [D, | 2 


于 是 有 V= (4A，B，C，D， E, F}, V 一 8 得 到 最 小 支撑 树 。 
w(T"* )=7 十 3 十 4 十 1 十 2=17， 即 电话 线 总 长 为 17 单位 。 





图 7.10 破 圈 法 求解 最 小 支撑 树 


7.2.3 应 用 WinQSB 求 最 小 支撑 树 


【 例 7.5】 茶 用 WinQSB 求 解 如 图 7.10(a) 所 示 的 最 小 支撑 树 问题 。 
解 ”执行 开始 菜单 命令 : “程序 /WinQSB/nework modeling/File/New problem” 弹 
出 如 图 7. 11 所 示 的 对 话 框 。 


第 7 章 “图 与 网 络 模型 











NET Problem Specification 





图 7.11 WinQSB 最 小 支撑 树 对 话 框 


选择 Minimal Spanning Tree， 节 点 数 输入 “6”, 其 他 采取 默认 ， 单 击 OK 按钮 ， 弹 
出 数据 编辑 窗口 。 
(1) 执行 Edit/node names 更 改 和 节点 省 称 如 图 7. 12 所 示 。 









































8 | 7 
E :EE] 
国医 4 
5 6 2 
9|4|6 1 
2 | 
图 7.12 节点 名 称 更 改 对 话 框 图 7.13 WinQSB 数据 编辑 窗口 
(2) 单 击 OK 按钮 ， 返 回 数据 编辑 窗口 并 输入 数据 如 图 7. 13 所 示 。 


(3) 执行 菜单 命令 Solve and Analyze/Solve the problem 得 运行 结果 如 图 7. 14 所 示 。 
































7.14 WinQSB 优化 结果 
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案例 7-1 印第安 纳 州 公路 规划 问题 





分 析 着 不 考虑 到 区 条 只 考 上 建造 和 用 人性 何 了 城市 之 癌 存 在 一 一 条 通路 ， 则 

该 问题 为 最 小 支撑 树 问 题 ， 
解决 方案 、 将 现 对 因 政治 原因 不 能 人 拉克 公路 城市 之 问 的 距离 以 M( 任 意 大 的 有 界 正 
数 ) 表 示 ， 应 应 及 WihQSB 优化 结果 如 图 7.15 所 示 。 














South Hendi Fort Wayne 79 3 Gary Terre Haute 164 
Terre Haute Evansville 113 4 Gary South Hend 58 
Total Minimal © Connected Distance or Cost = 414 


图 7.15 WinQSB 优化 结果 


决策 建议 公路 连接 如 下 : Fort Wayne 一 South Hend 一 Gary 一 Terre Haoute 一 
Evansville， 最 短 长 度 : 414km。 














7.3 最 短路 问题 


最 短路 问题 是 重要 的 最 优化 问题 之 一 ， 它 不 仅 可 以 直接 应 用 于 解决 生产 实际 的 许多 问 
题 ， 如 管道 铺设 、 线 路 安排 、 厂 区 布局 、 设 备 更 新 等 ， 而 且 经 常 被 作为 一 个 基本 工具 ,用 
于 解决 其 他 的 优化 问题 。 下 面 讨论 求 最 短路 的 两 种 算法 : 一 是 求 某 两 点 之 间 最 短路 的 
Dijkstra 标 号 算法 ;二 是 求 网 络 图 上 所 有 各 点 之 间 最 短路 的 矩阵 算法 。 
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知音 图 与 网 络 模型 





7.3.1 求 两 点 间 最 短路 的 Dijkstra 标号 算法 


Dijkstra 算法 的 基本 思想 : 
假定 ww 一 说 一 一 w 是 vv 的 最 短路 ， 则 ww 一 vz 一 v 是 也 一 地 的 最 短路 ，vs 一 vs 
一 ui 是 ww 的 最 短路 (如 7. 16 所 示 )。 


vyQ 





vO” 
图 7.16 Dijkstra 算法 的 基本 





【 例 7.6】 ijkstra 方法 求 图 7. 17 的 最 短路 及 路 长 。 
解 (1) 人 目标 号 0， 如 图 7. 3. 
(2) 取 VMS}, V={A, B, C, D, E, F, T) 
min {Ls+dsu, Ls+dx}=min {0+2, 0+3)}=2 
给 A 标号 2, 将 边 [S，A] 加 粗 ， 如 图 7. 18(b) 所 示 。 
(3) V= {5, A}, V={B, C, D, E, F, T) 
min {Lst+dsg, Latdrw, Latdw, La 十 de) 图 7.17 例 7.6 图 
min {0 十 3，2 十 3，2 十 4，2 十 6} 一 3 
给 C 标 号 3, 将 边 [LS，C] 加 粗 ， 如 图 7. 18(c) 所 示 。 


(4) V= {S, A, C}, V={B, D, E, F, T} 
min {Latdas, Latdap, Luatdags Ltdes, Leetder} 
min {2 十 3，2 十 4，2 十 6，3 十 2，3 十 4} 一 5 
给 BB 标号 , 因 从 A 标号 和 从 C 标 号 值 相等 ， 对 C 标 号 , 任 选 一 边 [A，B]， 如 图 7. 18(d) 
所 示 。 


(5)V= {5S, A, B, C}, V={D. 9 



































min {Latdap, Latdae, Lsstdse, Ls:t+der} 


min {2 十 4，2 十 6，3 十 4，3 十 4} 王 6 
给 D 标 号 6， 并 将 边 [A，D] 加 粗 ， 如 图 7. 18(e) 所 示 。 


B, C, D}, V={E, F, T} 
Latdoe, Ltdpor} 














(6) V= {S, A, 


min {Lsat+dag, Lsst+dse, Ls:tder, 








6，5 十 4，3 十 4，6 十 2，6 十 3} 一 7 
f 将 边 [C，F] 加 粗 ， 如 图 7. 18(f) 所 示 。 








min {2 
给 下 标号 7, 六 






















































































图 7.18 Dijkstra 计算 过 程 


(DV= {5S, A, B, C, D, F}, V=({E, T) 
Fade, Lt dp, Lotidpn, Latdss, Letdir) 


2，6 十 3，7 十 3，7 十 2)} 一 8 
给 边 LD, 五 ] 加 粗 ， 如 图 7. 18(g) 


min {Ls 十 daF ， 工 se 才 











min {2 十 6，5 十 4，6 
给 EE 标号 8， 从 A 标号 和 从 也 标号 值 一 样 ， 任 选 一 个 ， 
所 示 。 

(8) V= {S, A, B, C, D, E, F}, V={T} 


min {Ls tdpr, Ls tder, Ls +der)} 





min (6 十 3，8 十 2，7 十 2} 王 9 


工 得 到 标号 值 9， 从 D 标号 和 从 下 标号 值 一 样 ， 任 选 一 个 ,给 边 LD，T] 加 粗 ， 如 
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注 
二 
网 
中 
司 
工 
菏 
贝 
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图 7.18(h) 所 示 。 
结论 : 最 短路 径 S>A 一 D>T, 或 S>C>F->T; 最 短路 长 : 9。 
【 例 7.7】 Dijkstra 方法 求 图 7. 19 中 的 点 S 到 点 工 的 最 短路 及 路 长 。 





























图 7.19 例 7.6 图 


解 ”该 问题 是 单线 程 最 短路 问题 。 与 无 向 图 的 不 同 之 处 是 ,要 沿 着 箭头 方向 标号 。 
(1) 首先 给 S 点 标号 0， 如 图 7. 20(a) 所 示 。 














”图 7.20 “Dijkstra 称 号 算法 求解 有 向 图 最 短路 





(2) 取 V= 人 5}, V=({A, B, C, T} 

min {Ls 十 das ，Ls 十 ds } 一 min {0 二 6, 0 二 5} 二 5, 给 B 标号 5， 如 图 7.20(b) 
所 示 。 

(3) V= {S, B}, V={A, C, T} 

min {Ls+ds, Lx 二 +dgc}= 二 min {0 十 6，5 十 6}= 二 6, 给 A 标号 6， 如 图 7.20(c) 
所 示 。 








(4) V= {S, A, B}, V={C, T} 

min {Latdac, Lut+dar, Lsst+drc}=min {6 十 2，6 十 7，5 十 6} 一 8， 给 C 标号 8， 
如 图 7. 20(d) 所 示 。 
(5)V= {Ss, A, B, C}, V=({T} 
min {La 十 dar， Lg 十 der ) 一 min {6 十 7，8 十 5) 一 13, 工 得 到 标号 ， 从 A 和 从 C 标 
号 值 相同 都 为 13， 如 图 7. 20(d) 所 示 。 
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7. 3.2 ”利用 WinQSB 求解 两 点 间 最 短路 
【 例 7.8】 用 WinQSB 求 图 7.21 中 发 点 S 到 收 点 T 的 最 短 距离 。 








图 7.21 例 7.8 从 
解 WinQSB 求解 最 短路 问题 操作 步骤 如 下 : Redl 
(1) 执行 开始 菜单 命令 : em shone Se problem”, 








弹出 对 话 框 ， 如 图 7. 22 所 示 。 类 型 选择 “Shortest pjProblem”， 节 点 数 输入 “8”， 其 
他 采取 默认 。 SS 
有 
NET Problem specification 


图 7. 22 WinQSB 网 络 模型 对 话 框 
(2) 单 击 OK 按钮 ， 打 开 数 据 编辑 窗口 ， 执 行 Edit/Node Names 修改 节点 名 称 ， 单 击 








OK 按钮 返回 数据 编辑 窗口 ， 并 输入 邻接 和 矩阵， 如 图 7. 23 所 示 。 

(3) 执行 菜单 命令 Solve and Analyze/Solve the problem， 选 择 发 点 (Click to select 
a start nede)“S”， 选择 收 点 (Click to select an end node)“T”， 如 图 7. 24 所 示 ， 单 击 
Solve 得 优化 结果 ( 见 图 7. 25)。 
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图 7.23 WinQSB 数据 编辑 窗口 图 7. 24\ WinQSB 最 短路 求解 对 话 框图 
06-19-2010| From To _ Distance/Cost | Cumulative Distance/Cost 
| A 
2 DR 4 6 
[| D ES 、 3 3 

From S “Tof Di /Co =9 
i rom of istance/Cost 





二 图 7.25 WinQSB 最 短路 求解 结果 


7 3 3 求 网 络 各 点 之 间 最 短路 的 短 阵 计算 法 * 


Dijkstra 算法 提供 了 从 网 络 图 中 某 一 点 到 各 点 的 最 短 距 离 。 但 实际 问题 中 往往 要 求 
络 所 有 各 点 之 间 的 最 短 距离 ， 如 果 仍 采用 Dijkstra 算法 一 点 一 点 分 别 计算 ,就 显得 很 麻 
烦 。 下 面 介绍 求 网 络 各 点 间 最 短路 的 矩阵 计算 法 。 

【 例 7.9】 求 图 7.26 各 点 间 最 短路 矩阵 。 








图 7.26 例 7.9 图 











解 dj 为 图 中 相 邻 两 点 的 距离 ， 若 i 点 与 7 点 不 相 邻 时 , 令 必 二 c， 则 有 邻接 
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ds ds ds dx dy ds ds dsr 

as dm dm dc da de dr dar 

drs dm dss dr dmp dte dtse du 

Do 一 as de de da dm de dc der 
drs dm dm dr dm dre dre dm 

des de des da dm dr dt dr 

drs dm dm dr dm dm dr dr 

rs dm dm dr dm dx dr dr 

上 面 的 矩阵 表明 从 ; 点 到 7) 点 直接 最 短 距离 。 


N8888“8vo 
88~8vow8 
8 mm88ens8 wu 


卫 


dj; 二 dj;，di; 二 0， 故 是 一 个 对 称 
矩阵 。 
因为 从 ;到 j 的 最 短路 不 一 定 是 ;>j， 可 能 是 12j， i 先 考 虑 -xj 之 间 
有 一 个 中 间 点 的 情况 。 NN 
4 和 革 =min {d 久 十 4 入 ,qd 如 十 d 团 ，d 针 十 里 ， A ) 
Rd 


dd 时 十 d 奸 ，d 轩 十 d 团 ，d 时 十 d 凡 ,的 
= {0+o0, 2+3, oo+0, 3+2, oo+ Nk i 呈 2 
一 般 地 有 di 一 min fd 二 do ) RS 








3 


0 
Ea 
2 
再 构造 由 两 个 中 间 点 的 矩阵 : qd 多 二 min {d2? 十 d2?) ……*; 





式 中 ，/ 为 网 络 图 中 的 节点 数 。 
本 例 中 计算 到 DY 即 得 到 最 短路 矩阵 ， 再 计算 则 有 D” 一 D” 。 














02536879 
20354697 
5 302645656 
pu-|l3 52086456 
6 4680253 
86463032 
79645302 
97 和 ES 


该 和 矩 阵 即 为 i 到 j 点 的 最 短 距离 。 
7. 3.4 求 网 络 各 点 之 间 最 短路 的 Excel 操作 






运用 自 编 软件 ExcelORM， 可 自动 生成 表格 ,输入 丁 
数据 后 ， 最 短路 矩阵 所 见 即 所 得 。 证 


执行 开始 菜单 命令 “程序 /ExcelORM/ 图 论 /中 心 与 
重心 *， 弹 出 对 话 框 ( 见 图 7. 27 所 示 )， 输 入 六 点 数 
“8”; 对 不 相 邻 点 ， 因 计算 机 不 识别 “co”,- 故 用 半 处 较 
大 的 数字 取代 ， 只 要 该 值 远大 于 max (dj 即 可 ,采取 
默认 值 “999”。 单 击 “ 确 定 ”"， 生 成 电 也 洗 格 ( 见 图 7. 28Ca) 所 示 )。 

在 图 7. 28(a) 中 输入 上 三 角 中 的 数字 ， 即 得 图 7. 28( 太 最 短路 和 矩阵。 最 小 值 = 二 31 表示 各 
点 到 下 的 距离 之 和 ， 为 网 络 图 的 几何 中 心 。 若 在 权重 列 输 入 数据 ， 则 得 节点 加 权重 心 。 


Alsilcly LiFdelnll 了 


MM 职 值 : [399 «|[»| 








图 7.27 ExcelORM 中 心 与 重心 参数 



































”2 999| 3/999,999|999 999 




















7. 28 ”ExcelORM 数据 输入 与 结果 
案例 7-2 设备 更 新 问题 


Fe 
总 一 阅读 案例 7- 2 
设备 更 新 闻 题 
设备 更 新 间 题 。 某 企业 使 用 一 台 设 备 ， 在 每 年 年 初 ， 企 业 领导 部 门 就 要 决定 是 购置 新 的 ， 还 是 继 
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分 析 ”该 问题 可 用 最 短路 问题 求解 。 用 点 vw; 代表 “第 i 年 年 re 这 


设备 一 直 使 用 到 第 j 年 年 初 。 
每 条 弧 的 权 可 按 已 知 资料 计算 出 来 (如 图 7. 29 月 On (wu， vi) 是 第 1 年 年 初 


购 进 的 一 台新 设备 (支付 购 管 费 10)， 一 直 使 用 到 hs 4 十 6 十 9 一 19)， 
故 (w ，w) 上 的 权 为 29。 计划 的 问题 就 等 于 寻求 从 w 到 mw 


的 最 短路 的 问题 。 


种 状态 (wv 为 第 5 年 度 末 )。 从 vi 到 vs 各 夯 一 条 弧 。 弧 (v Re 在 第 v 年 年 初 购 进 的 






MM 


NY 


天 


图 7.29 设备 更 新 问题 的 有 向 图 表示 


解决 方案 ”应 用 WinQSB/Network Modeling/Shortest path Problem 求 得 最 优 解 ， 
见 图 7.30 所 示 。 


1 年 初 ，; 第 3 年 初 
第 3 年 初 ”第 5 年 未 

















From 第 1 年 初 To 第 5 年 未 Di 





7.30 WinQSB 优化 结果 


决策 建议 第 1 年初 购置 ,使 用 2 年， 第 3 年 初 更 新 ， 使 用 到 第 5 年 末 ， 总 费用 为 52 
万 元 。 

















7.4 中 国 邮递 员 问 题 


邮递 员 问题 ， 若 把 它 抽象 为 图 的 语言 ， 就 是 给 定 一 个 连通 图 ， 在 每 边 “ 上 赋予 一 个 非 
负 的 权 ww(e;)， 要 求 一 个 圈 ( 未 必 是 简单 的 )， 过 每 边 至 少 一 次 ,并 使 圈 的 总 权 最 小 。 这 个 
问题 是 我 国 管 梅 谷 教授 在 1962 年 首先 提出 的 ， 因 此 在 国际 上 通称 为 中 国 邮 递 员 问题 。 

求解 这 个 问题 的 方法 被 称 为 奇偶 点 图 上 作业 法 。 下 面 结合 例 7. 10 介绍 这 种 方法 。 

【 例 7.10】 设 某 邮政 所 位 于 wv 处， 邮递 员 负责 投递 的 街道 如 图 7. 31 所 示 ， 要 求 找 
出 该 邮递 员 的 最 短 投递 路 线 。 














Vs FN Vio 
NS 和 
图 AN “ 例 7.10 邮递 员 问题 图 ， 


解 如 果 邮 化 员 愉 好 走 遍 午 作 街道 ， 而 且 每 条 街道 者 只 走 一 次 ， 当 然 就 是 最 短路 线 。 
问题 是 为 了 走 遍 每 一 条 和 道 ， 往往 要 在 某 些 区 自生 重复 走 。 下 面 不 加 证 明 地 引用 两 个 
结论 

结论 1， 二 和 上 同 有 上 为 介 迪夫 可 以 直 所 有 和 做 到 每 条 街道 

只 走 一 次 而 不 重复 P 

结论 2: 最 短 的 投递 路 线 具 有 这 样 的 性 质 ， @ 有 奇 点 连 线 的 边 最 多 重复 一 次 ; @ 在 该 
网 络 图 的 每 个 回路 上 ， 有 重复 的 边 的 长 度 不 超过 回路 总 长 的 一 半 。 

根据 结论 1， 先 检查 图 7. 31 中 有 无 奇 点 。 若 无 奇 点 ， 则 立即 可 以 找 出 一 条 使 邮递 员 走 
遍 所 有 街道 而 又 不 重复 的 投递 路 线 。 但 该 图 上 有 4 个 奇 点 vw、vs。、v;、vio( 用 XX 表示 ， 如 
图 7. 32 所 示 )。 





























Vio 


图 7.32 奇 点 间 重 复 边 添 加 法 
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于 是 找到 了 有 奇 点 连 线 的 边 ( 虚 线 所 示 ) 是 邮递 员 重 复 走 的 线路 ， 而 根据 结论 2， 该 边 
长 不 应 超过 回路 的 一 半 ， 而 ww 一 vs 一 vo 超 过 回路 长 的 一 半 ， 因 此 应 重复 ww>vio。 


案例 7-3 货场 巡视 路 线 


分 析 将 货场 用 点 表示 人 所 之 间 的 道路 用 过 和 可 用 中 国 邮递 员 问题 方法 解决。 

解决 方案 “ 找 出 奇 点 有 -6 个 ,分 别 为 货场 2<3、5、8、10、11。 可 组 成 3 对 。 最 优 广 
案 之 一 是 下 述 路 线 重复 一 次 : 货场 5 一 贷 榜 放声 2， 货场 3 一 货场 4 货场 8; 货场 10 一 
货场 11。 XV > 三 

决策 建议 ， En 
3 一 4 一 8 一 门卫 。 巡 视 总 路 长 为 750m。 


7.5 网 络 最 大 流 问 题 


在 许多 系统 中 ， 经 常会 遇 到 “流量 ”问题 ， 如 公交 系统 中 的 车 辆 流 、 乘 客流 、 物 资 
流 ; 金融 系统 中 的 资金 流 ，Internet 中 的 信息 流 等 。 如 何 使 网 络 通过 的 流量 最 大 ， 就 是 网 
络 最 大 流 问 题 。 

【 例 7.11】 图 7.34 是 联结 采油 场 mw 和 加 工厂 wv 的 管道 运输 网 ， 每 一 弧 Cv;， vw) 代 
表 从 vi 到 vw 的 运输 线 ， 产 品 经 这 条 弧 由 v; 运输 到 vw;， 弧 旁 的 数字 表示 这 条 运输 线 的 最 大 
通过 能 力 c(v;， vw)。 现 在 要 求 分 析 该 运输 网 最 大 运输 能 力 是 多 少 ? 若 要 扩大 运输 能 力 ， 
制约 运输 能 力 的 关键 环节 在 哪里 ? 这 就 是 下 面 将 讨论 的 网 络 最 大 流 问题 。 





第 7 章 图 与 网 络 模型 








图 7.34 管道 运输 网 


7. 5. 1 基本 概念 
1. 容量 网 络 、 弧 的 容量 与 流量 


对 网 络 流 的 研究 是 在 容量 网 络 上 进行 的 。 所 谓 容量 网 时 网 络 上 的 每 条 弧 都 给 定 
一 个 最 大 通过 能 力 。 从 vw; 到 vw 的 最 大 通过 能 力 ， 记 为 Cbvi hw) 或 c;， 称 为 弧 的 容量 。 在 
容量 网 络 中 规定 一 个 发 点 (或 称 源 点 ， 记 为 s) 和 一 或 称 汇 点 ， 记 为 t) ， 其 余 点 称 为 
中 间 点 。 在 网 络 中 给 弧 (w， 习 ?加载 的 负载 流量 ， 记 为 /(w， wv) 或 方 。 网 络 


的 最 大 流 是 指 网 络 中 从 发 点 到 收 点 之 间 多 站 最 大 流量 。 图 7. 35 给 出 了 图 7. 34 的 最 
大 流 ，w 为 发 点 ， 六 为 收 点 ， 其 1 可 点 ,图 中 各 弧 旁 边 的 数字 表示 为 “容量 
(流量 )”。 NN 









图 7.35 管道 运输 网 最 大 流量 图 


【知识 要 点 提醒 】 容量 和 流量 是 有 方向 的 ， 如 c(w， ww) 与 cw， vi) 不 同 。 在 图 中 弧 
的 容量 和 流量 的 方向 与 箭 线 方向 相同 ， 逆 箭 线 方向 的 容量 和 流量 为 “0”。 


2. 流 与 可 行 流 
给 网 络 各 个 弧 加 载 的 一 组 负载 量 称 为 流 。 
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对 于 发 点 w， 有 22fy 一 22fs = v( 了 ) 
对 于 收 点 w,， 有 2 fs 一 2) fx = 一 v( 了 /) 


其 中 ，w 亡 称 为 这 个 可 行 流 的 流量 ， 即 发 点 的 净 输 出 量 。 
可 行 流 总 是 存在 的 ， 当 所 有 弧 的 流量 /Cw,， 忆 ) 二 0， 就 得 到 一 个 可 行 流 ( 称 为 零 流 )。 


3. 最 大 流 最 小 割 定理 
割 是 指 将 容量 网 络 的 发 点 和 收 点 分 割 开 ， 使 *~>: 的 流 中 断 的 一 组 弧 的 集合 。 如 
图 7. 35 中 的 虚线 KK' 将 网 络 上 的 点 分 割 成 六 和 立 两 个 集合 ， 并 有 sEV，:EV， 称 弧 的 集 


合 (V, 友 = ((m yy， 四)，(w， ww)，(w， 本 )} 为 一 个 割 。 
各 弧 的 容量 之 和 , 用 c(V，V) 表 示 。 即 





【知识 要 点 提醒 】 I ， 制 的 容量 是 包括 发 点 的 集合 V 指向 包括 


收 点 的 集合 V 的 弧 的 容量 之 国 总 
下 面 不 加 证 明 地 给 出 一 定理 ， 它 是 Fon 







在 图 7. 35 中 , 制 的 容量 (V，V) 一 c(w ， a ,V4) 十 c(vs，vs) 二 9 十 6 十 5 二 20。 





ss 的 理论 依据 。 







4 


在 网 络 中 满足 f; 二 cj 的 弧 称 为 饱和 强 ,使 f; 二 ci 的 弧 称 为 非 饱和 弧 。 使 f; 二 0 的 弧 
称 为 零 流 弧 ,使 /; 二 0 的 弧 称 为 非 零 流 弧 。 

若 网 络 的 发 点 和 收 点 之 间 能 找 出 一 条 链 ， 则 在 这 条 链 上 所 有 指向 收 点 的 弧 称 为 向 前 
弧 ， 记 作 ye ; 所 有 指向 发 点 的 弧 称 为 后 向 缠 ， 记 作 ye。 





例如 图 7. 36 从 发 点 至 收 点 wv 找到 一 条 链 vw 一 一 ws 一 一 ve 一 vr， 在 这 条 链 上 
(gw)、(w3，w4)、(vse，vi) 为 前 向 弧 且 为 非 饱 和 缠 ;(v。，wvs) 为 后 向 弧 且 为 零 流 弧 ; 
(wvs) 为 前 向 弧 且 为 饱和 弧 。 可 见 不 满足 增 广 链 的 条 件 。 不 是 一 条 增 广 链 。 





图 7. 36 管道 运输 网 





7. 5. 2 最 大 流 问 题 Ford 一 Pueson ia 
这 种 算法 由 Ford 和 Fulkérsoit | 956 年 提出 ， 其 洋 克 是 判 断 有 耕 增 广 链 存 在 并 设 





法 把 增 广 链 找 出 来 ， 调整 流量 。 .0 
零 流 )， 然 后 按 如 下 步骤 生 
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【 例 7.12】 用 标号 法 求 图 7.37 所 示 网 络 的 最 大 流 。 





图 7.37 例 7.12 图 


解 先 给 发 点 标 上 (0， 十 c=)， 即 s(uw) 一 十 c=， 如 图 7. 38(a) 所 示 。 

检查 ww， 弧 (v1，ws) 是 正 向 弧 ，fi3 二 5 过 cs 二 9， 请 足 标 区 条 件 ， 则 给 v， 标号 为 
(um，s(u))。 其 中 ，s(uw) 王 min {el(w1), ci 一 1/13)= 二 min 人 CR 9 一 5} 王 4， 即 v; 标号 为 
(Cuw，4)， 如 图 7.38(b) 所 示 。 

检查 vw， 在 弧 (v，v) 上 ，fss 一 0 一 ca 一 ~ Rs es 则 给 v 标号 为 Cv， 
el(vws))。 其 中 ,el(vws)= 二 min {(e(w)，ca 一 6 NS Na 5 ， 即 w 标号 为 (ww ，4) ， 如 
图 7.38(c) 所 示 。 A 

检查 ve， 在 弧 (v, vw) 上 ,fs 二 -0 ， 满 足 标号 条 件 ， 则 给 收 点 vi 标号 为 (vs， 
s(u))。 其 中 ，s(uw) 一 min [e(w Jan [1] =min [4; 人] 一 4， 即 w 标号 为 (w，4)。 
终点 v 即 wz 得 到 标号 ， 用 划一/ Wa 7. 38(d) 所 示 。 即 j= 二 { (vi， 
友 ) ，(ww，6)，(we，vR 记 移 为 前 向 弧 。 

调整 流量 /: 0=e(ew) 三 1， 在 增 广 链 人 上 i 4， 即 

fs =f tO LR, f= fn + 蜂 妊 人 4 太一 3 十 4 一 7。 其 余 fj 不 变 ， 
得 到 一 个 新 的 可 行 流 /， 如 图 7. 38(e) 所 示 。 

擦 去 所 有 标号 ， 对 新 的 可 行 流 广 重新 进行 标号 ， 寻 找 增 广 链 ， 

给 标 上 (0， 十 co)， 如 图 7. 38(e) 所 示 ; 

检查 wm ， 在 弧 (w， ww) 上 ， fu=11l<o=13, 满足 标号 条 件 ， 则 给 Uz 标号 为 (vi， 
el(ww))。 其 中 ,ee (ww)= 二 min {el( 妈 I),， cw 一 f12)= 二 min (十 cc，13 一 11} 一 2， 即 v, 标号 为 
(vw, 2)。 

检查 v,， 在 弧 (vw ，u) 上 ， 一 5 一 cx5， 不 满足 标号 条 件 ; 在 弧 (v， um) 上 ， 一 
6 一 cz ， 不 满足 标号 条 件 ; 在 弧 (v3， wv,) 上 ， fs 二 4 二 0， 不 满足 标号 条 件 ， 于 是 标号 中 断 。 

令 W= (wy， wm) 页 = {ww ww ww)， 得 到 最 小 制 集 (V, V) 二 {(w， 
um)，(w，uw)，(w，u))， 如 图 7.38(f) 所 示 。 

最 小 市 容量 c" (V， 了 一 5 十 6 十 9 一 20， 为 网 络 最 大 流 流量 。 

由 此 可 见 ， 网 络 最 大 流 流量 由 最 小 割 集 容量 所 决定 ， 最 小 割 所 包含 的 弧 为 网 络 图 的 关 
键 源 。 要 想 提高 整个 网 络 的 最 大 流量 ,首先 必须 设法 改善 这 些 关 键 弧 的 承载 能 力 。 另 外 ， 
在 容量 网 络 中 ， 最 大 流 的 流量 是 唯一 的 ， 但 最 大 流 却 并 不 唯一 。 
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Wd HO 4) Ww 50 vbs) 
(d) 








7. 38 ”Ford 一 Fulkerson 标 号 过 程 


7. 5. 3 利用 Lingo 求 解 最 大 流 问题 
【 例 7. 13】 入 用 Lingo 求 图 7. 39 所 示 网 络 的 最 大 流 。 





图 7. 39 管道 运输 网 


解 第 1 步 执行 开始 菜单 命令 “程序 /Lingo"， 弹 出 数据 编辑 窗口 ， 输 入 如 下 模型 : 
Model: 





Sets: 
Point/1..7/; 


Dis(point, point): {, cs 


f 管理 运筹 学 (第 2 版 ) 


Endsets 

max=@sum(point(j) | j #ne# 1: f(1，j)); 

@for(Dis: {<=0); 

@for(Point(i) | i #ne# 1 #and# i #ne#7 : 
@sum(Dis(i, j): {Gi, D) = @sum(DisG, D: [G9, D));); 


Data: 

C=0 13 9 0 0 0 0 
0 0 0 6 5 0 0 
0 4 0 5 0 5 0 
0 0 0 0 5 4 4 
0 0 0 0 0 0 9 y 
0 0 0 0 0 0 no 人 险 
0 0 0 0 0 0 0 a 


Enddata 和 
End 


注 ; 该 模型 可 由 自 编 软件 ExcelORM ss Bs 执行 开始 菜单 命令 “程序 / 
ExcelORM/ 图 论 / 最 大 流 问题 "， 输 入 节点 成 两 张 工 作 表 ， 在 Excel 模型 的 c(i, j) 
中 输入 容量 矩阵 ， Me 编辑 窗口 /粘贴 ， 即 得 上 述 
模型 。 





第 2 步 woe and so Problem， 得 优化 结果 : 


Objective value: 上 2 bo 

本 ~ j | Variable lue Reduced Cost 

FF WY “FO 六 1>90000 0. 000000 

NS | FO1, 3) gfodoooo 0. 000000 

‘ F(2, 4) 6. 000000 0. 000000 

F(2, 5) 5. 000000 0. 000000 

F(3, 4) 4. 000000 0. 000000 

F(3, 6) 5. 000000 0. 000000 

F(4, 5) 2. 000000 0. 000000 

FC4. 6) 4. 000000 0. 000000 

F(4, 7) 4. 000000 0. 000000 

F(5, 7) 7. 000000 0. 000000 

F(6. 7) 9. 000000 0. 000000 


注 : 运行 结果 中 只 列 出 了 非 零 流 弧 的 流量 。 
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分 析 用 节点 表示 城市 ， 城市 之 间 弧 的 父 量 表示 每 天 航班 最 大 数量 ， 则 可 表示 成 如 下 
容量 网 络 问题 ( 见 图 7. 40 所 示 ) 。 


Ne- 图 7.40 可 着 陆 航班 示意 图 


解决 方案 若 从 达拉斯 返回 朱 诺 降落 不 受 限制 ， 将 朱 诺 视 为 发 点 ， 达 拉 斯 视 为 收 点 ， 
另 三 个 城市 为 中 间 点 ， 则 有 各 弧 流 量 ( 见 图 7. 40 所 示 括 号 内 数字 )， 网 络 最 大 流 为 3。 

决策 建议 ”目前 最 大 流 为 3 个 航班 ， 从 朱 诺 起 飞 经 西雅图 后 ，2 个 航班 经 丹佛 到 达 拉 
斯 ，1 个 航班 经 洛杉矶 到 达拉斯 。 若 不 能 满足 运输 任务 的 需要 ， 则 应 对 西雅图 和 达拉斯 的 
着 陆 空间 进行 扩容 。 


7.6 最 小 费用 流 问 题 * 


7. 6. 1 最 小 费用 流 的 数学 模型 


在 运输 问题 中 提出 了 转运 问题 时 ， 研 究 了 若干 产地 和 销 地 ， 在 产销 总 量 平衡 条 件 下 ， 
使 费用 最 小 的 物资 调配 方案 。 但 该 章 所 讨论 的 是 任意 两 点 间 物 资 调运 无 上 界限 制 。 本 章 网 
络 最 大 流 问题 讨论 了 两 点 间 的 容量 限制 ,但 未 考虑 流量 通过 各 条 弧 时 发 生 的 费用 。 实 际 的 
物流 问题 中 ， 即 要 考虑 物流 量 的 需求 ， 也 要 考虑 运输 费用 最 小 化 。 
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【 例 7. 14】 图 7. 41 为 运输 网 络 图 ， 节 点 1 为 发 点 ， 节 点 5 为 收 点 ， 弧 旁边 的 数字 是 


容量 ， 费 用 。 现 有 8 个 单位 的 物资 要 从 1 运往 5， 试 安排 费用 最 小 的 运输 方案 。 





©. (5, 8) (2) (4, 9) (5) 
(8, a 4) 


图 7.41 例 7.14 图 


解 设 ;表示 弧 (i,j) 的 物流 量 ， 可 建立 该 问题 的 LP 模型 ， 其 目标 是 费用 最 小 ， 由 
min z=8fi2+7fist+2fat9fast5fat9fat4fss 


约束 条 件 包括 : 
(1) 容量 限制 ， 即 jh.<5，f1s<8,， fu<3, fis<<4，fss Cs<no， fs<8, 
(2) 节点 供求 平衡 限制 。 SA 


天 二 总 
fis=8 
fs Rh 


本 人 


人 
人 


(3) 流量 非 负 限制 方 三 0。 De 
编制 Lingo Ty 自 编 软件 "TX 证 二 成， 方法 见 ExcelORM 








帮助 文件 ): WT 
Model: r 学 
st 2 Ry 
mets: « A 浆 pp 
pS Mh ds ~ 
Distpoint, point): {, c, b; 
Endsets 


min=@sum(dis: bx 
@for(Dis: {<=0); 
@for(Point(j): @sum(DisGi, ): {Gi, D))—@sum(DisG, D: {0, D)=d0);); 


Data: 
D=—8 0 0 0 8 
C= 0 5 8 0 0 
0 0 0 3 4 
0 2 0 100 
0 0 0 0 8 
0 0 0 0 0; 
b= 0 8 7 0 0 
0 
0 5 0 9 0 
0 0 0 0 4 
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Enddata 
End 


求解 得 最 优 解 如 下 (只 列 出 了 非 零 流 ): 


Global optimal solution found. 


Objective value: 136. 0000 

Total solver iterations: 2 
Variable Value Reduced Cost 
FC 1, 2) 5. 000000 0. 000000 
KE dl 3) 3. 000000 0. 000000 
F( 2, 4) 3. 000000 0. 000000 
F( 2, 5) 2. 000000 0 网 000 
F( 3, 4) 3. 000000 /0. God00 
FC 4, 5) 6. 000000 9 0. 人 


‘> 


一 般 情况 , 设 cj 表示 弧 (i, 站 的 运输 能 力 ( 容 量 )# 表示 弧 (i， 站 的 单位 运输 费用 ; 


5 表示 节点 让 的 供应 或 需求 量 ，//; 表示 弧 (i，j) 的 流量 、 





sm \ 
xy > 


2 > 本 / 
7.6 2 最 小 可 用 景 大 流 的 标 S 算 法 。 | 、 
在 7.6.1 节 计 所 讨论 的 最 小 费用 流 问题 是 在 给 定 的 调运 量 。 并 且 供求 平衡 条 件 下 的 最 小 
费用 调运 方案 。 本 小 节 也 讨论 的 是 从 发 点 到 收 点 的 最 小 费用 最 大 流 问 题 。 角 决 问题 的 基本 思 
路 ， 一 是 通过 导 找 增 广 链 来 调整 流量 ， 并 判别 是 否 达到 最 大 流 ， 二 是 保证 每 步调 整 的 流量 论 
的 费用 县 少 。 采 下 的 方法 以 费用 为 权重 对 加权， 再 求 发 点 与 收 点 之 间 的 最 短路 。 
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【 例 7.15】 用 标号 算法 求 从 节点 1 到 节点 5 的 最 小 费用 最 大 流 。 

解 第 1 步 : 赋 初 始 流 为 零 流 ， 见 图 7. 42(a) 所 示 ; 

第 2 步 : 构造 加 权 网 络 ， 并 用 Dijkstra 标号 法 标号 ， 找 出 一 条 增 广 链 1>2 一 4->5， 如 
图 7. 42(b) 所 示 ; 

第 3 步 增 广 链 全 部 为 前 向 弧 ， 最 大 可 调整 流量 为 3， 调整 流量 ， 如 图 7. 42(c) 所 示 。 

重复 第 2、3 步 ， 得 结果 如 图 7. 42(d) 一 Gj) 所 示 。 最 大 流 为 12， 最 小 费用 为 218。 
























































5(0) 4(0) 





















































0) WA) 
图 7.42 最 小 费用 最 大 流 迭代 过 程 
最 小 费用 最 大 流 的 另 一 解法 是 : 先 用 Ford 一 Fulkerson 标号 算法 求解 最 大 流 ， 再 将 最 
大 流 作为 发 点 的 供应 量 和 收 点 的 需求 量 ， 按 7. 6. 1 的 数学 模型 求 得 最 优 配送 方案 。 
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案例 7-5 货物 配送 问题 





分 析 供应 商 (u ,ww， 羽 )、 仓 库 (w， 区)、 工 厂 (vs，w) 用 点 表示 ， 各 点 之 间 的 运送 关 
系 用 弧 表示 ， 弧 的 容量 表示 最 大 允许 运送 量 ， 弧 的 费用 表示 购 货 成 本 与 运输 成 本 ， 则 此 问题 
可 以 表示 成 最 小 费用 流 问 题 (如 图 7. 43 所 示 )。 图 中 供应 商 向 仓库 运送 的 费用 包括 价格 和 
运 价 ， 如 供应 商 1 向 仓库 1 运送 的 总 费用 为 : 22 500 十 300 十 4X160 二 23 440 元 / 箱 。 





图 7.43 货物 配送 问题 示意 图 


少 _aaseem 


设 方 为 从 节点 到 j 的 运输 量 ; ci 为 从 节点 :到 7 的 运输 能 力 ; 广 表示 从 节点 到 j 购 
货 成 本 与 运输 成 本 ， 则 有 如 下 Lingo 模型 : 

min 一 23440 * f14 十 22960 x f15 十 23150 x f24 十 23200 x f25 十 23200 * f34 十 23000 x f35 十 200 x f46 十 
700* 全 7 十 400x 三 6 十 500x* 157; 1! 芒 草 用 最 小 

f14+f15<=10; ! 产 大 于 销 ， 运 出 货物 不 超过 各 供 货 商 供应 

f24 十 25 一 一 10; 

f34 十 35 一 一 10; 

{46+{56=10; ! 运 达 货物 等 于 工厂 需求 ; 

f47 十 f57 一 6; 

f14 十 {24 十 {34 二 {46 十 {47; 。! 中 间 点 平衡 ; 

f15 十 [25 十 {35 二 [56 十 {57; 

{14<=6; {15<=6; f24<=6; f25<=6; {34<=6; {35<=6; ,es {47<==6; {56<=6; 
{57 二 二 6; ! 运 量 限制 ; SA 


0y0000> 0. 000000 
.000d00 0. 000000 
. 000000 0. 000000 
F57 6. 000000 0. 000000 
决策 建议 供应 商 1 向 仓库 2 运送 6 个 集装箱 ; 供应 商 2 向 仓库 1 运送 6 个 集装箱 ; 
供应 商 3 向 仓库 2 运送 4 个 集装箱 ; 工厂 1 所 需 的 10 个 分 别 由 仓库 1 和 仓库 2 配送 6 个 和 
4 个 集装箱 ; 工厂 2 所 需 的 6 个 集装箱 由 仓库 2 配送 。 总 费用 达 374 460 元 。 


- SD 林 章 外 对 


本 章 介绍 了 图 的 基本 概念 、 树 图 、 最 小 支撑 树 、 最 短路 、 容 量 网 络 最 大 流 、 最 小 费用 流 及 中 国 邮 
递 员 问 题 。 

1. 理解 如 下 基本 概念 

图 、 有 向 图 、 无 向 图 、 赋 权 图 、 环 、 链 、 圈 、 路 、 回 路 、 次 、 树 图 、 支 撑 树 、 容 量 网 络 、 可 行 流 、 
增 广 链 、 割 、 割 的 容量 。 

2. 基本 算法 要 求 

(1) 熟练 掌握 最 小 支撑 树 的 求法 : 破 图 法 和 避 围 法。 
We (2) 熟练 掌握 两 点 间 最 短路 的 Dijkstra 标号 算法 。 


解决 方案 Lingo 模型 运行 结果 。 SS 
Global optimal solution {ound. eR 
Objective value: uk- 
Total solver iterations: 
Variable CN Reduced Cost 
40. 00000 
F15 SN 区 on 
F24)1 ， \ 6. 000000 ,2 000 
FE5X 0.000000 x X 1 6.000000 
E34 0. 000000 学 尺 200. 0000 
?AAA JF35 4. 000800 ™、 0. 000000 
6 
0 
4. 














lie0 




















(3) 熟练 掌握 网 络 最 大 流 的 Ford 一 Fulkerson 标号 算法 。 

(4) 会 根据 奇 点 判断 中 国 邮 递 员 问题 的 重复 路 线 。 

(5) 了 解 最 小 费用 流 的 数学 模型 、 最 小 费用 最 大 流 与 网 络 最 大 流 、 最 短路 之 间 的 联系 。 

3. 基本 技能 与 工具 的 使 用 

要 求 能 将 实际 问题 (如 配对 问题 、 网 络 布局 问题 、 服 务 设施 布点 问题 等 ) 转 化 为 网 络 模型 ， 并 能 用 
优化 工具 进行 优化 。 





忆 全 
已 关 健 术语 


无 向 图 (Non 一 oriented Graph) 有 向 图 (Oriented Graph) 
连通 图 (Connected Graph) 赋 权 图 (Wei8hiieg Graph) 
链 (Chain) 路 (Routes、 

次 (Degree) free ] 

最 小 支撑 树 (Shortest Spanning Tree) # 法 CTear Cycle Method) 
避 圈 法 (Avoid Cycle Method) Se Path) 





Dijkstra 标号 算法 7 ”最 大 流 (Maximal Flow) 






-Ry 
增 广 链 (Augment Chan) NAS 容量 (Capacity) 
流量 (Flow) Ford 一 Fulkerson 标号 算法 i 
» 4 1 人 
SN 知识 链接 4 x TL 
wl 


优化 工具 winQsB 扩 从 前 便 ， 可 求 最 小 支 述 树 < 酒 点 间 最 短路 、 网 络 最 大 流 ， 但 灵活 
性 弱 ， 自 编 软件 ExcGiORM 求解 中 心 或 重 已 愉 履 输入 数据 所 见 即 所 得 ， 还 能 自动 生成 最 小 
支撑 桂 、 两 点 间 最 短路 、 网 络 最 大 流 、 最 水 次 用 流 的 Excel 模型 和 Lingo 模型 Lingo 功 
能 强大 ， 但 需 学 会 编程 ， 详 见 《运筹 学 实验 指导 书 )。 


区 
1. 解释 下 列 概念 。 
(1) 图 ; (2) 赋 权 图 ; (3) 奇 点 ; (4) 次 ; (5) 支 撑 树 ; (6) 可 行 流 ; (7) 增 广 链 。 
2. 简 答 下 列 问题 。 
(1) 什么 叫 链 ? 什么 叫 路 ? 链 与 路 有 何不 同 ? 
(2) 什么 叫 子 图 ? 什么 叫 支撑 图 ? 子 图 与 支撑 图 有 何不 同 ? 
3. 选择 下 列 整数 列 中 哪些 是 图 的 次 数 序列 。 
全 
0 
(i 
[1 
4. 有 8 种 物资 A、B、C,、D、P、R、S、 丁 要 放 在 仓库 中 进行 储存 。 出 于 安全 原因 ， 
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下 列 各 组 物资 不 能 放 在 同 A—P, A-C., A—T. BD., BR, BT, CD, 
C 一 S、D 一 P、D 一 S、R 一 P、R 一 S、S 一 T， 问 至 少 需要 多 少 个 仓库 用 来 储存 这 8 种 物资 ? 












































5. 用 避 圈 法 和 破 轿 i 7.44 所 示 的 最 小 支撑 树 图 。 











W : 图 7.45 题 6 图 X 


7. 用 Dijkstra 方 法 求 图 7.46 中 忆 到 你 上 的 最 得 路 和 中 长， 并 指出 w 到 哪些 顶点 是 
不 可 达 的 。 NS 





图 7.46 题 7 图 


8. 在 如 图 7. 47 所 示 的 网 络 中 ， 每 条 弧 所 标的 数字 为 Co ， 方 )。 
(1) 试 确定 所 有 的 割 集 。 

(2) 求 最 小 割 集 的 容量 

(3) 说 明 最 小 割 集 的 容量 为 最 大 流 。 
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Vs 
ww 
6(4) 


2 入 
图 7.47 题 8 图 


9. 求 图 7. 48 所 示 的 网 络 从 * 到 1 的 最 大 流 。 
10. 求解 如 图 7. 49 所 示 的 中 国 邮递 员 问题 。 


0 从 


和 

ON 
CU 、 W 
~/" 图 7.50 题 11 图 


图 7.49 题 10 图 RN 
11. 如 图 7.50 2 CT 要 求 : 
GD 求 从 wm 到 他 大 流 。 以 
(2) 若 有 8 单位 mw 到 运往 w， 的 调运 方案 。 

we A 

， 并 对 案例 提出 的 问 次 决策 ， 要求 : 

所 依据 的 基本 原理 。 

(2) 对 案例 中 问题 Ca) 、(b) 问 题 用 加 粗 的 线条 标识 所 选择 的 路 线 。 

(3) 对 案例 中 问题 Cc) 、(d) 、(e) 可 采用 Excel 操作 求 得 各 点 间 的 最 短路 。 
(4) 对 案例 中 问题 (e) 可 采用 ExcelORM 生成 的 模型 进行 优化 。 











YY 4 Vio 2 (2.5) Vv 
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13. 实验 ”图 与 网 络 模型 实验 。 、< AN 

【实验 目的 】(1) 熟 悉 用 Win QsB 来 入 最 小 支撑 树 问题 、 最 短路 问题 (2) 熟 悉 Excel 
ORM 求解 中 心 与 重心 ， 并 全 红 人 对 名 乡 有 务 设 记 

【实验 内 容 】 用 计算 机 求解 案例 分 析 1。 MO 从 

【实验 环境 ] (1) DB 2003 或 以 上 版 本 :(C2JANinQSB;， (3) 自 编 软件 ExcelORM; 
(4)Lingo。 | 多 A 

【实验 要 、 从 

(1) 用 Wi GC 全 Network Modeling/ Minimumal Spanning Tree 求解 第 12 题 (a) 。 

(2) 用 WinQSB/Network Modeling/Shortest path problem 求解 图 7.51 从 @ 到 @@ 的 
最 短路 。 

(3) 用 自 编 软件 ExcelORM 中 的 图 论 /中 心 与 重心 求解 问题 (b) 和 (c)。 

(4) 用 ExcelORM 中 的 图 论 /布点 问题 ， 并 利用 ExcelORM 生成 的 Lingo 模型 ,求解 
问题 (e) 。 








识 目 标 ; 
wh 


计划 评审 技术 与 关键 路 线 法 





知 SF 技能 目标 应 用 方向 


1. 绘制 网 络 图 


(1) 理 解 网 络 图 的 基本 概念 : TT 序 、 事 件 、 路 线 


(2) 了 解 网 络 图 绘制 的 基本 规则 


(3) 掌 握 网 络 图 时 间 参 数 的 概念 及 计算 公式 
(4) 掌 握 关键 路 线 的 种 念 及 判别 方法 


2. 了 解 网 络 优化 


(1) 时 间 优 化 ;2) 费 用 优化 ; (3) 人力 拉 平 


项 目 管 
理 计划 
的 优化 





1. 能 对 管理 中 遇 到 的 实际 问题 ， 正 确 
建立 项 目 工序 一 览 表 (要 点 : 工序 名 
称 或 代号 、 工 序 时 间 、 紧 前 工序 ) 

握 Excel 计算 时 间 参 数 的 方法 

握 WinQSB 进行 项 目 优化 的 方法 

4. 对 专业 从 事项 目 管理 的 应 学 习 并 掌 
握 MS Project 的 使 用 














大 滩 结构 


时 间 优 化 
费用 优化 
人 力 拉平 











?| 注 陛 荐 六 刷 举 路 盏 于 


技能 目标 








PERT & CPM 的 概念 及 工序 一 览 表 












最 早 开始 与 最 早 结束 时 间 





1 





最 迟 开始 与 最 迟 结束 时 间 





| 计算 机 求解 与 优化 (MS Project，WinQSB 或 ExceD) 
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国 。 导入 案例 


教学 楼 建设 工程 优化 
某 建 筑 公司 从 一 所 大 学 那里 成 功 中 标 了 一 个 新 教学 大 楼 建设 项 目 ， 学 校 要 求 这 个 新 教学 大 楼 必须 在 
一 年 内 能 够 投入 使 用 。 合 同 包括 下 面 列 出 的 一 些 条 款 : (基建 筑 公司 在 49 周 之 内 不 能 完成 此 建设 任务 ， 


























就 要 赔偿 25 万 元 。 加 若 此 项 目 能 在 41 周 内 完工 ， 建 筑 公司 就 会 获得 18 万 元 的 额外 奖金 奖励 。 完 成 这 个 
建筑 项 目 所 需 工序 及 各 工序 所 需 的 时 间 ( 周 ) 据 三 点 时 间 估计 法 估计 如 表 8- 1 所 示 。 
建筑 公司 希望 能 够 按时 完成 该 建设 项 目 ， 以 可 能 取得 进度 上 的 提前 。 试 问 。 如 何 对 该 项 目 进行 管理 ? 
表 8-1 建筑 工程 的 工序 一 览 表 

工序 | ”工序 说 明 | 紧 前 工序 | 工序 时 间 | 工序 | 。 工序 说 明 ”| 紧 前 工序 | 工序 时 间 

A 挖掘 2 H 外 部 上 漆 “ 关 从 E, G 9 

B 打 地 基 A 4 了 Re [Os 7 

C 承重 墙 施工 B 10 J WW. 8 

D 封顶 证 6 SS J 4 

| 安装 外 部 管道 C i 内 部 上 当 J 5 

下 | 安装 内 部 管道 | 下 YY. NM | 安装 外 部 设备 | 五 2 

G | 外 增 施 工 D NA | N | 2 | KK 6 





人 色 VK 

广 WR 

由 导入 案例 可 条 >》 建筑 公司 的 管 i 理 层 票 想 按 同 完成 这 个 任务 ， 至 少 需 要 解决 以 下 
问题 ; NM > 人 

GD) 若 没有 证 误工 期 ， 完 成 此 项 目 总 其 需 要 多 少时 间 ? 

(2) 各 个 工序 最 迟 什么 时 候 必 须 开 始 ， 以 及 到 什么 时 候 必 须 完成 ， 才 能 赶 上 工程 的 
完工 时 期 ? 

(3) 若 没有 延误 ， 每 一 单项 工序 最 早 什么 时 候 可 以 开始 ， 最 早 什么 时 候 可 以 完成 ? 

(4) 为 了 不 耽误 工程 的 完工 时 期 ， 任 何 延 误 都 必须 加 以 避免 的 关键 “瓶颈 ”工序 是 
什么 ? 

(5) 在 不 影响 项 目 完 工时 间 的 基础 上 ， 其 他 的 工序 能 够 承受 多 长 时 间 的 推迟 ? 

20 世纪 50 年 代 晚 期 发 展 起 来 的 网 络 计 划 方 法 .就 是 针对 以 上 要 求 而 产生 的 。 其 代表 
性 方法 就 是 “计划 评审 技术 ”(Program Evaluation and Review Technique，PERT) 和 
“关键 路 线 法 ”(Critical Path Method，CPM) 。CPM 是 借助 于 网 络 图 表示 各 项 工作 间 相 
互 关系 和 所 需 时 间 ， 通 过 网 络 分 析 研 究 工程 费用 与 工期 的 相互 关系 ， 且 找 出 编制 和 执行 计 
划 的 关键 路 线 。 它 是 1957 年 美国 杜邦 公司 用 于 工程 紧急 维修 时 创造 的 一 种 方法 。PERT 
是 应 用 网 络 分 析 方 法 和 网 络 计划 去 评价 和 审查 各 项 工作 安排 ， 它 是 1958 年 美国 研制 北极 
星 导 弹 计划 时 应 用 的 一 项 技术 。 

CPM 多 用 于 已 取得 一 定 经 验 的 承包 工程 ， 而 PERT 多 用 于 项 目的 研制 和 开发 。CPM 和 






















































































166 


RE we 


PERT 都 是 建立 在 网 络 模型 基础 上 ， 称 为 网 络 计划 技术 。20 世纪 60 年 代 著 名 数学 家 华罗庚 
教授 从 国外 引进 的 “统筹 法 ”是 中 国 项 目 管理 发 展 的 第 一 个 里 程 碑 。20 世纪 80 年 代 初 ， 中 
国 在 鲁 布 革 水 电站 工程 首次 进行 的 项 目 管理 实践 被 称 为 中 国 项 目 管理 发 展 的 第 二 个 里 程 碑 。 
2002 年 4 月， 北京 召开 了 中 国 首届 项 目 管理 国际 会 议 ， 中 国 科 学 院 、 联 合 国 工业 发 展 组 织 发 
布 了 《中 国 项 目 管理 知识 体系 纲要 》， 从 此 中 国 的 项 目 管理 进入 了 科学 的 莲 勃 发 展 的 第 三 个 
里 程 碑 。 之 后 又 开发 了 “现代 项 目 管理 能 力 水 平 认 证 (Project Management & Microsoft 
Projeet，PM&MP)"。 

微软 公司 开发 的 Microsoft Project 将 可 用 性 、 功 能 性 和 灵活 性 完美 地 融合 在 一 起 ， 
提供 了 可 靠 的 项 目 管理 工具 ， 以 便 可 以 更 加 经 济 有 效 地 管理 项 目 。 目前， 这 些 方法 被 广泛 
应 用 于 工业 、 农 业 、 国 防 、 科 研 等 计划 管理 中 ， 对 缩短 工期 ， 节约 人 力 、 物力 和 财力 ， 提 
高 经 济 效益 发 挥 了 重要 作用 。 


y AN 
8.1 PERT 网 络 图、 


本 
8.1.1 PERT 网 络 图 的 一 些 基本 概念 KAN 


网 络 图 是 一 种 有 向 图 ， i ;项 任务 或 工程 项 目 各 组 成 要 素 之 间 进 辑 
关系 及 完成 时 间 的 流程 图 。 在 网 络 图 呆 ， \ 主要 的 组 成 要 素 包括 工序 、 事件 及 路 线 三 大 
部 分 。 \ as ~ 

























































































i. Xx 入 XY NY 
1. 工序 这 K 六 Vv x » VK 
工序 泛 指 一 一 共和 或 闪 的 行动 又 称 活动 \ 任务 、 工 作 或 作业 。 
SA 
2. 事件 NW 从 并 也 


> 


事件 标 也 让 处 焉 若干 个 - [ 序 的 开始 或 结束 ， 它 不 消耗 时 间或 资源 ,或 相对 于 工序 讲 ， 
消耗 量 可 以 忽略 不 计 。 某 个 事件 的 实现 标志 着 在 它 前 面 各 项 工序 ( 紧 前 工序 ?的 结束 ， 又 标 
志 着 它 之 后 的 各 项 工序 ( 紧 后 工序 ) 的 开始 。 

PERT 网 络 图 中 ， 事 件 通 常用 圆圈 表示 ， 工 序 用 箭 线 表示 ， 如 图 8. 1 所 示 ， 图 中 事件 
是 开始 进行 工序 A 的 标志 ， 称 为 该 项 工序 的 起 点 事件 ; 事件 @ 是 工序 A 的 结束 标志 ， 
称 为 该 工序 的 终点 事件 。 将 A 这 个 工序 标记 为 (1，2)。 一 般 某 个 工序 车 起 点 事件 为 i， 终 
点 事件 为 ,将 该 工序 记 为 (i，j) 。 作 为 整个 网 络 图 开始 的 事件 称 为 起 点 事件 ， 整 个 网 络 
图 结束 的 事件 成 为 终点 事件 。 箭 线 下 面 的 数字 6 为 完成 本 工序 所 需 的 时 间 。 


OO 


图 8. 1 工序 与 事件 表示 



































3. 路 线 





路 线 是 指 在 PERT 网 络 图 中 ， 从 起 点 事件 到 终点 事件 的 由 各 项 工序 连贯 组 成 的 一 条 通 
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路 。 路 线 的 总 长 度 就 是 这 条 路 线 中 各 项 工序 所 需 时 间 的 总 和 。 在 一 个 网 络 图 中 可 能 有 很 多 
条 路 线 ， 其 中 总 长 度 最 长 的 路 线 称 为 关键 路 线 ， 其 他 路 线 为 非 关键 路 线 。 关 键 路 线 上 的 各 
序 称 为 关键 工序 。 

关键 路 线 决定 着 整个 计划 (工程 ) 的 完工 周期 ， 如 果 在 这 条 路 线 上 的 工作 有 所 耽误 ， 则 
整个 计划 工期 就 推迟 ; 相反， 如 果 能 采取 一 定 的 技术 组 织 要 用 生 得 这 条 基线 的 后 统 中 加 
工期 就 可 能 提前 完成 。 所 以 说 ， 从 能 不 能 尽快 完成 任务 这 一 点 来 看 ， 这 条 路 线 是 整个 计划 
的 关键 。 


8.1.2 绘制 PERT 网 络 图 的 规则 


在 绘制 网 络 图 时 ， 要 注意 以 下 规则 : 

(1) 对 任 一 工序 (i， 门 ， 终点 事件 编号 大 于 起 点 事件 编号 ， Oy. 

(2) 不 允许 出 现 循环 回路 ， 下 则 组 成 加 路 的 工序 水 远 人 人 结束， 工程 永远 无 法 完工 
如 果 出 现 如 图 8. 2 所 示 的 情况 ， 则 显然 是 错误 的 。 DG 

(3) 相 邻 的 两 个 节点 之 间 只 允许 有 一 条 箭 线 ,* 具有 相同 开始 和 结束 节点 的 两 项 以 上 
工序 ， 要 引进 虚 节 点 和 虚 工 序 。 图 8. 3 中 (a) 尖 钳 误 的， 应 采用 如 图 8. 3(b) 所 示 的 网 络 图 。 



































图 8.2 加 人 BN 图 8.3 虚 节 点 与 虚 工序 表示 


图 8. 3( 凡 加 w 宁 为 诬 工 序 ， 节点 名 称 为 虚 事 件 。 虚 工序 是 指 不 消耗 资源 也 不 消耗 
时 间 的 工序 ， 虚 事件 是 因 虚 工序 的 引入 而 引入 的 虚 工 序 起 始 事件 。 

(4) 网 络 图 一 般 只 有 一 个 始点 和 一 个 终点 。 若 工程 开始 时 有 几 道 工序 同时 开工 ， 或 有 
几 道 工序 同时 完工 ， 而 这 些 工序 不 能 enim 
图 8. 4(a) 是 错误 的 ， 图 8. 4(b) 是 正确 的 。 




















8.4 多 个 始点 和 终点 通过 虚 工序 表示 成 一 个 始点 和 一 个 终点 


(5) 平 行 工序 和 交叉 工序 的 表示 方法 。 为 缩短 工程 的 完工 时 间 ， 在 工艺 流程 和 生产 组 
织 允 许 的 情况 下 ， 某 些 工序 可 以 同时 进行 。 即 采取 平行 作业 的 方式 。 
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- 般 情 况 下 ， 有 几 道 平行 工序 结束 后 转 入 下 一 道 工序 ， 考 虑 便于 计算 网 络 事件 与 关键 
路 线 ， 选 择 在 平行 作业 的 几 道 工序 中 所 需 时 间 最 长 的 一 道 工 序 ， 直 接 与 紧 后 工序 衔接 ， 而 
他 工序 则 通过 虚 工序 与 其 紧 后 工序 衔接 。 

对 需 较 长 时 间 才 能 完成 的 一 些 工序 ， 在 工艺 流程 与 生产 组 织 条 件 允 许 的 情况 下 ， 可 以 
不 必 等 待 工序 全 部 结束 后 再 转 人 其 紧 后 工序 ， 而 是 分 期 分 批 地 转 入 。 这 种 方式 称 为 交叉 工 
序 (作业 )， 交 叉 作 业 可 以 缩短 工程 完工 期 。 

例如 ， 修 建 某 段 铁路 时 ， 有 三 道 工序 : 修 路 基 (A)、 铺 路 砖 (B)、 铺 钢轨 (C)。 显 然 不 
会 等 一 项 工序 全 部 完成 之 后 再 开始 另 一 项 工序 。 例 如 ， 可 以 将 每 道 工序 为 两 段 交 叉 作 业 ， 
设 A=Al 十 A;，B=Bl 十 B,，C=Ci 十 Cs 可 以 绘制 如 图 8. 5 所 示 的 网 络 图 。 



























































图 8.5 交叉 工 应 和 法 
(6) 网 络 图 的 布局 。 网 络 图 应 该 清晰 醒 眉 “布局 突出 重点 ， 尽 可 能 将 关键 路 线 布置 在 





中 心 位 置 ， 一 般 从 左 到 右 ， 并 尽量 避免 和 的 交叉 。 
【 例 8.1 绘制 引 例 的 网 络 图 (给 抽 结 果 如 图 8. 6 所 未 。 


OO I 下 GO) 








图 8.6 PERT 网 络 图 


8.2 PERT 网 络 图 时 间 参 数 的 计算 





计算 网 络 图 中 有 关 的 时 间 参 数 ， 主 要 目的 是 找 出 关键 路 线 ， 为 网 络 计划 的 优化 、 调 整 
和 执行 提供 明确 的 时 间 概 念 。 

网 络 图 的 时 间 参 数 包括 : 工序 所 需 时 间 、 事 件 最 早 、 最 迟 时 间 ， 工 序 的 最 早 、 最 迟 时 
间 及 时 差 等 。 进 行 时 间 参 数 计算 不 仅 可 以 得 到 关键 路 线 ， 确 定 和 控制 整个 任务 在 正常 进度 
下 的 最 短工 期 ， 而 且 在 掌握 非 关键 工作 基础 上 可 进行 人 、 财 、 物 等 资源 的 合理 安排 ， 进 行 
网 络 计划 的 优化 。 
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8.2.1 工序 时 间 ti，j) 的 确定 
完成 一 道 工序 (i， 让 所 需 时 间 记 为 +(i,j)， 有 以 下 2 种 确定 方法 。 
1. 确定 型 


在 具备 工时 定额 和 劳动 定额 的 任务 中 ,工序 的 工时 +(i， 站 可 以 用 这 些 定额 资料 来 确 
定 ; 对 无 定额 可 查 任务 ， 其 工序 时 间 可 利用 统计 资料 通过 分 析 来 确定 。 


2. 概率 型 


对 于 开发 试制 型 的 任务 ， 或 对 工序 所 需 工 时 难以 准确 估计 时 ， 可 以 采用 三 点 时 间 佑 计 
法 来 确定 工序 的 工时 。 这 种 方法 对 每 道 工序 先 要 作出 下 面 3 种 时 间 估 计 。 
(1) 最 乐观 时 间 : 指 在 顺利 情况 下 ， 完 成 工序 所 需 的 最 少时 间 , 用 a 表示 。 
(2) 最 可 能 时 间 : 指 在 正常 情况 下 ， 完 成 工序 所 需 用 冯 表 示 。 
(3) 最 悲观 时 间 : 指 在 不 利 的 情况 下 ， 完 成 工 长 时 间 , 用 2 表示 。 
利用 这 三 个 时 间 ， 每 道 工序 的 期 望 工时 可 全 















8.2.2 开始 a 
A 
1. 工序 最 时 开始 时 间 tps (i，j) 与 最 早 结束 时 间 tp (i，j) 


最 早 开始 时 间 : 各 项 紧 前 作业 最 早 结束 时 间 中 最 大 的 一 个 值 ， 表 明 只 有 各 紧 前 作业 全 
部 完成 后 才能 开始 ; 最 早 结束 时 间 则 为 最 早 开始 时 间 加 上 作业 时 间 。 即 : 





【 例 8.2】 承 例 8. 1， 求 图 8.6 中 各 工序 的 最 早 开 始 时 间 与 最 早 结束 时 间 。 
解 ” 利用 Excel 计算 结果 如 图 8. 7 所 示 。 其 输入 公式 方法 : 

(1) 在 F2 单元 格 输入 如 图 8. 7 所 示 公 式 后 ， 向 下 复制 到 F3: F16 单元 格 区 域 。 
(2) 玉 列 起 始 节 点 开始 时 间 为 0， 其 他 节点 看 紧 前 作业 ， 依 公式 8. 3 输入 。 


Ns aa a 从 











A B 了 E 了 
工序 ， 蜂 前 工序 “ t(j) ， 里 后 工序 tagij) tatij) 
A = B jo =E2+C2 
B A 4 C =F2 =E3HC3 
C B lo DEI =F3 =E4HC4 
D Cc 6 G =F4 =ES+C5 
E C 4 FH =F4 =E6+C6 
F E |s 1 =F6 =ETHC? 
G D | H =F5 =Es+C8 
H EG 9 M =MAX(F6F8) =E9+C9 
1 Cc | J =F4 =El0+C10 
J Fl lg KL =MAX(F7FIO) =Ell+C1l 
K J] 4 N =Fll =E12+C12 
L J 5 N =Fll =E13+C13 
M H 2 庶 =F9 =E141C14 
N KL ‘6 碟 =MAX(FI2F13) =El5+C15 
碟 MN 0 — =MAX(FI4FI5) ‘=El6+C16 


图 8.7 最 时 开始 时 间 与 最 时 结束 时 间 公式 审核 式 、 


2. 工序 最 退 结束 时 间 ir(i， 四 与 最 早 结 来 时 间 Ms 
最 迟 结束 时 间 ， 各 项 紧 后 作业 最 迟 开始 时 间 中 最 泵 的 二 个 值 ， 表 明 在 不 影响 紧 后 工序 
开始 的 最 退 结束 的 时 刻 。 最 迟 开始 时 间 : 最 迟 结 滨 时 间 减 作业 时 间 。 即 ， 
tri, = GD Gn 终点 标号 ) 
tir (i, 7)=min {trs (j, &)} 式 8.4 


taf i, DD 
【 例 8.3】 承 例 8-2 玉 图 8.6 中 各 工序 的 最 迟 结束 时 间 与 最 迟 开始 时 间 。 
解 “利用 Excel 计 算 结果 如 图 8. 8 所 示 ， 其 输入 公式 方法 : 
(1) H2 单 元 格 输 大 如 图 8. 8 所 示 公式 ,向 下 复制 至 H3，H16 单元 格 区 域 。 
(2) G 列 得 训 节 点 最 迟 结束 时 间 一 最 时 结束 时 间 ， 其 他 节点 看 紧 后 作业 ， 依 公式 8.4 输入。 




















A dl el Pe 6 | el 
1 | 工序 妖 前 工序 “tij) | 冉 后 工序 tdij) tm tt) tk) Rj) 
A i B lo 2 =H3 =G2.C2 |=H2-E2 
3 A 4 C |2 6 =H4 =G3.C3 |=H3.E3 
Bc B 10 DEI 6 16 =MIN(H5H6HI0) =G4C4 =H4E4 
ED Cc 6 G 16 /2 =H8 =G5C5 =H5-ES 
3 Cc 4 FH 16 20 ‘=MIN(HTH9) ‘=G6.C6 ,=H6-E6 
i r E | J _ 2 25 l=Hll =G7.C7 =H7.E7 
加 9 D | H 2 2 =H9 =G8.C8 |=H8-E8 
| H EG 9 M 2 38 =Hl4 =G9.C9 =H9-E9 
Bo I Cc |? 1 16 ‘23 =Hll =G10-C10 ‘=H10-E10 
Wi; Fl 8 KL 125 33 =MIN(HI2HI3) |=G11-Cll =HILEIL 
Ba Kk J] 4 N |3 | laHls =G12.C12 |=H12-E12 
ML I 上 N 3 |33 =HI5 =G13.C13 =H13.E13 
Ha ™ 1 碟 I38 ‘40 =HI6 =G14C14 =H14E14 
Bs N KL 6 虚 38 4 =Hl6 =G15-C15 (=H15-E15 
1 虚 MN 0 一 Ig 44 =Hl6 =F16 = 





图 8.8 最 迟 结束 时 间 与 最 迟 开始 时 间 公式 审核 模式 


8. 2. 3 工序 时 差 与 关键 路 线 
工序 时 差 又 称 作业 时 差 ， 是 用 来 表示 该 工序 (作业 ?有 多 大 的 机 动 时 间 可 以 利用 。 时 差 
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越 大 ， 机 动 时 间 越 多 ， 工 作 的 潜力 就 越 大 ,说 明 计划 安排 不 紧凑 。 所 以 时 差 也 称 为 “机 动 
时 间 ”。 工 序 时 差 又 分 为 工序 总 时 差 和 工序 单 时 差 。 


1. 总 时 差 RGi, 站) 


总 时 差 : 表示 在 不 影响 工程 总 工期 的 条 件 下 ， 工 序 最 早 开始 (或 结束 ) 时 间 可 以 推迟 的 时 
间 。 它 是 网 络 上 多 于 一 项 作业 共同 拥有 的 机 动 时 间 ， 并 非 为 某 项 作业 单独 拥有 。 其 计算 公式 ， 








2. 自由 时 差 FGi，J 


自由 时 差 : 不 影响 它 的 各 项 紧 后 作业 最 早 开 工时 间 条 伯 nn 
的 最 大 时 间 限度 。 它 是 一 项 作业 独自 拥有 的 机 动 时 间 。 : 










其 中 is (0, 和) 为 工序 i=j 的 紧 后 
> 
3. 关键 路 线 NA 
VY 








【 例 8.4】 承 例 8. 3， 求 图 8. 6 中 各 工序 的 总 时 差 与 自由 时 差 。 
解 (1)I2 输入 如 图 8.9 所 示 公式 向 下 复制 到 I3: I16, 求 得 总 时 差 ; (2)J 列 为 自由 
时 差 ， 依 公式 8. 6 计算 (如 图 8.9 所 示 )。 


上 EE 
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ee 
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六 攻 
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加 
四 
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Er--EaBomaauyp | 
3 
| 
EEWHBHUBSSSnES 


2 26 =H8-E8 =E9-F8 
2 | 33 =H9.E9 (EI4F9 
| 18 =HIQEl0 =El1-FI0 
la5 33 25 =HIl-Ell MIN(E12E13)Fl1 
四 后 34 =H12.E12 =E15-F12 
ls3 ls | 33 =H13-E13 =El5-FI3 
| | 38 4 和 4 =Hl4E14 =El6-F14 
| 38 |44 38 
| 4 





=H15-E15 =E16-F15 





图 8.9 总 时 差 、 自 由 时 差 公 式 审核 模式 





第 8 章 计划 评审 技术 与 关键 路 线 法 X 仆 


在 K2 单元 格 中 输入 公式 “二 IF(I2 二 0,”Yes","”No")”， 向 下 复制 到 K3:，K15 单元 
格 区 域 ， 便 找到 关键 路 线 ( 如 图 8. 10 所 示 )。 




































































A B TE TE 
1 | 工序， 蜂 前 工序 Ee] 里 后 工序 i ti wat A RIO) POD ET 
2| A 二 2 B 2 0 0 Yes 
3|B A 4 C 3 6 3 0 | 0 Tes 
lc B 10| Dr| 66|1|16|6|0|0 Yes 
ED 这 6 G 1|2|2|3 六 |4|0 No 
| E & 4 | FH ww |20|2|16|0|0 Yes 
| 了 E 5 J mS | | Yes 
@| G D H 2|»|3|%|410 No 
g|H ESG 9 M BB|%|o|3|470 No 
[io| I 9 7 J 到 区 :可 本 十 是 T 到 医 罚 压 - No 
ll J Fl 国 = | | BT Yes 
[1z2| K J 下 N 3|F||4| li No 
13| L J 5 N 3|%3| 3 | 3 A Yes 
14| M H 2 庶 38 | 和 4 | 4 4 No 
BN| KL |56 虚 区 | 4 和 | 4 | NY |o Yes 
i6| 虚 MN 0 一 E73 E73 44 NT 一 | 一 一 


图 8.10 各 种 时 间 参 数 及 关键 路 红 
将 工序 最 早 开 始 时 间 计 算 结 果 计 入 口内 , ,将 下 序 最 迟 结 告 束 时 间 计 算 结果 计 和 人 人 内 ,将 
关键 路 线 用 双 线 标识 ,得 图 8.11。 /下 
Ow ‘A .四 从 加 四 和 仿 国 会 
i 5 本 人 i 















































8.11 网 络 图 关键 路 线 


8.3 网络 计划 的 优化 


通过 绘制 网 络 图 ， 计 算 时 间 参 数 和 确定 关键 路 线 后 ， 就 得 到 了 一 个 初始 的 计划 方案 。 
初始 计划 方案 中 ， 某 些 环节 的 工作 安排 以 及 资源 的 配置 还 不 尽 合 理 ， 还 需要 对 这 些 环节 加 
以 调整 和 改善 。 所 谓 网 络 计划 的 优化 就 是 综合 考虑 进度 安排 、 资 源 配置 、 成 本 耗费 等 因 
素 ， 找 出 现 有 网 络 计划 中 存在 的 问题 ， 合 理 利用 工序 时 差 以 及 调配 资源 等 手段 ， 以 使 计划 
的 执行 效果 最 优 的 改善 的 过 程 。 

衡量 网 络 计划 是 否 达到 最 优 ， 应 综合 评定 工期 、 成 本 、 资 源 消耗 等 技术 经 济 指标 ， 但 
目前 还 没有 一 个 能 全 面 反映 这 些 指标 的 数学 模型 ， 因 此， 只 能 根据 不 同 的 既定 条 件 ， 按 某 
一 期 望 实现 的 目标 来 衡量 是 否 达到 最 优 的 计划 方案 。 下 面 就 介绍 几 种 优化 方法 。 
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8.3.1 时 间 优化 


时 间 是 一 种 特殊 的 资源 ， 对 工期 要 求 紧 迫 的 工程 项 目 ， 应 千方百计 地 采取 措施 ， 调 整 
修改 初始 网 络 计划 ， 以 达到 时 间 最 短 的 目的 ， 或 者 满足 指令 的 时 间 要 求 。 这 种 以 工期 为 目 











标 ， 调 整 初始 网 络 计 划 的 过 程 称 为 网 络 计划 的 时 间 优 化 。 
时 间 优 化 的 主要 途径 有 如 下 几 种 。 
(1) 采取 技术 措施 ， 缩 短 关 键 工序 的 作业 时 间 。 
(2) 采取 组 织 措施 ， 将 连续 施工 的 工序 调整 为 平行 施工 。 











(3) 充分 利用 非 关 键 工序 总 时 差 ， 合 理 调配 技术 力量 及 人 财物 等 资源 ， 缩 短 关 键 工 序 


的 作业 时 间 。 


【 例 8.5】 在 引 例 中 正常 组 织 施工 会 在 4 周 完成 ， 要 严格 控制 防止 拖延 到 49 周 ， 





以 


免 受到 25 万 元 的 罚款 。 为 获得 18 万 元 的 资金 奖励 ， 能 否 把 项 目 工 基 缩短 为 41 周 ? 如 何 
NAN N 






























































对 项 目 进行 管理 ? \ 
解 ” 由 图 8.11 可知， 该 工程 的 关键 路 线 为 ABCTE-~F 一 ] 一 [一 N， 总 工期 为 44 
周 。 为 使 工期 缩短 为 41 周 ， 必须 缩短 关键 工序 的 时 间 。 将 图 8. 10 中 的 关键 路 线 和 非 关键 
路 线 按 作 业 时 间 降 序 排列 ， 如 表 8- 2 所 示 。 XX bd 
表 8-2、 各 工序 作业 时 间 排序 表 
Soe a 线 | 工序 | tti R(i, j) | F(i, j | 关键 路 线 
C 10 0 =~, NY yes H MN 4 0 No 
J 8 osMt HD | vs | iT? 2 2 No 
N 6 0 外 。% ves_j Sr 7 4 0 No 
I A 0 YY 6 1 0 No 
F 5 0 Yes K 4 i] 1 No 
E 4 0 0 Yes 2 1 1 No 
B 上 0 0 Yes 
A 2 0 0 Yes 
解决 方案 


(1) 按 关键 路 线 上 作业 时 间 由 大 到 小 顺序 考虑 缩短 作业 时 间 。 
(2) 对 作业 时 间 较 大 的 (如 C、 了 考虑 平行 作业 。 





(3) 总 时 差 并 非 独 占 ， 自 由 时 差 为 独占 。 自 由 时 差 最 大 的 是 M 可 能 推迟 4 周 ， 其 次 是 


I 可 能 推迟 2 周 ，K 可 能 推迟 1 周 。 可 考虑 从 这 些 部 门 抽调 力量 ， 充 实 到 关键 路 线 上 。 
8.3.2 费用 优化 











在 编制 网 络 计划 过 程 中 ,研究 如 何 使 得 工程 在 既定 的 完工 时 间 条 件 下 ， 所 需要 的 费 


























最 少 ， 或 者 在 限制 费用 的 条 件 下 ,工程 完工 时 间 最 短 ， 这 就 是 网 络 计划 费用 优化 所 要 研究 














和 解决 的 问题 。 
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ee se 








按照 会 计 核算 的 分 类 ,工程 总 费用 主要 包括 两 方面 的 内 容 。 


1. 直接 费用 




















直接 费用 是 指 直 接 用 于 工程 建设 工作 的 耗费 ， 包 括 直 接生 产 工人 的 工资 及 附加 费 ， 设 
备 、 能 源 、 工 具 及 材料 消耗 等 直接 与 完成 工作 有 关 的 费用 。 
为 缩短 工序 的 作业 时 间 ， 需 要 采取 一 定 的 技术 组 织 措施 ， 相 应 的 要 增加 一 部 分 直接 费 




















用 。 在 一 定 条 件 和 一 定 范围 内 ， 工 序 的 作业 时 间 越 短 ， 直 接 费 用 越 多 。 缩 短工 序 单位 时 间 


所 增加 的 费用 称 为 直接 费用 








2. 间接 费用 





间接 费用 是 指 为 组 织 和 管理 工程 的 生产 经 营 活动 所 发 生 的 费 划 。 包 括 管理 人 员 的 工 
资 、 办 公费 、 采 购 费 用 、 设 备 租金 及 固定 资产 折旧 等 。 < = 

间接 费用 通常 按 施工 时 间 的 长 短 分 扒 ，. 在 一 定 的 生产 规模 内 ， 工 序 的 作业 时 间 越 短 ， 
分 推 的 间接 费用 越 少 。 大 部 分 情况 下 ， 间接 费用 有 一 个 间接 费 率 ， 直接 与 完工 时 间 相 乘 计 





算 间 接 费 用 。 


完成 工程 项 目 (由 各 工序 组 成 ) 的 直接 费用 < 间接 费 党 
用 、 总 费用 与 工程 完工 时 间 即 工期 的 关系 如 图 8. 12 所 
示 。 从 图 中 可 以 看 出 ,工程 总 费用 及 个 最 低 点 ， 工 程 
费用 最 低 的 工程 完工 时 间 称 为 ,“ 最 低 成 本 日 程 "。 

最 低 成 本 日 程 提供 了 时 间 各 费用 方面 最 优 的 配置 状 全 
况 ， 在 工期 和 投资 限制 都 较 少 的 情况 下 ， 选 择 最 低 成 本 
日 程 制 订 工期 和 投资 计划 ;无 疑 会 获得 较 高 的 收益 ;但 





Nk ~ 总 费用 
: 直接 中 用 


和 间接 费用 








O 


现实 中 ， 往 往 时间 刹 疫 资 都 会 受到 不 同 径 庶 的 限制 约 人 
束 ， 因 此 关于 下 程 的 费用 优化 ， 常 分 为 两 种 情况 : 一 是 图 12 最低 成 本 日 程 

在 工期 受到 限制 的 情况 下 ， 使 工程 的 总 费用 最 低 ， 二 是 

在 投资 费用 一 定 的 情况 下 ， 使 工期 最 短 。 但 不 管 是 哪 种 ， 最 低 成 本 日 程 都 是 重要 的 参考 





数据 。 








【 例 8.6】 承 例 8.5, 假设 8 道 工序 正常 时 间 、 正 常 费 用 、 最 短 时 间 、 最 大 费用 见 
表 8-3( 前 5 列 ), 工程 间接 费 率 为 0. 5 万 元 / 周 。 试 调整 网 络 计划 ,降低 工程 总 费用 。 


表 8-3 各 工序 作业 时 间 排 序 表 

















工序 | 正常 时 间 / 周 | 正常 费用 /万 元 | 最 短 时 间 / 周 a 人 
心 10 10 Ya 14 4/3 ; 
了 8 10 6 14 2 2 
N 6 8 10 2 1 
人 5 6 4 10 4 1 
























































/ 局 管理 运筹 学 (第 ?版 ) We | 

续 表 
二 最 大 费 直接 费用 率 可 缩短 的 
工序 | 正常 时 间 / 周 | 正常 费用 /万 元 | 最 短 时 间 / 周 用 /万 元 万 元 / 周 时 间 / 周 

F 5 T 1 10 3 1 

E 上 6 3 名 1 

B 1 6 3 8 2 1 

A 2 4 1 6 2 1 

解 计算 直接 费用 率 
和 有 按 费 用 率 一 最 大 费用 一 正常 费用 ， 


于 赶 工 ， 直 接 费 用 
0.5 二 1.5 万 元 ; 


”正常 时 间 一 最 短 时 间 





直接 费用 最 少 的 是 工序 下 ， 可 缩短 1 周 ， 其 次 是 C， 可 缩短 3 周 ， 缩短 2 周 即 可 。 由 
增加 额 为 1X1 十 2X4/3 二 3. 67 万 元 :由 于 时 间 缩 短 ， 间 接 费 用 减少 3X 


人 


总 


8.3.3 网 络 计划 的 资源 优化 
资源 是 为 完成 工序 任务 所 需要 的 人 力 材料 机 械 设备 和 资金 等 的 统称 。 资 


原 安排 的 资源 需 上 二 


网 络 计划 中 的 
源 优化 指 在 项 目 工 


【 例 8.7】 





-期 不 变 的 条 件 下 , 汐 衔 地 利用 资源 ， 采 用 的 是 “前 峰 填 谷 ”的 原理 ， 即 
充分 利用 各 工序 的 所 具有 的 时 差 ， 调 整 工序 的 开始 和 完成 时 间 ， 使 调整 后 的 资源 用 量 小 于 
量 ， 从 而 实现 规定 工期 条 件 下 的 资源 煌 衡 。 
承 例 8-6- 巨 工序 缩短 1 周 ，C 江 序 缩短 2 周 后 ， 将 图 8. 10 中 C 的 作业 时 
间 改 为 8，E 的 作业 时 间 改 为 3， 得 新 的 时 间 参 数 并 找 出 关键 路 线 ， 并 假设 各 工序 所 需 工 


费用 增加 2. 17 万 元 ， 获 得 奖金 48 万 元 ， 增 加 15. 83 万 元 收益 。 





人 数 如 表 8 一 丰 所 示 , 总 人 数 为 65 人 ， 并 假设 这 些 工 人 可 以 完成 工序 中 的 任 一 工序 。 试 对 
该 工程 的 人 力 资源 进行 优化 。 


表 8-4 工序 及 资源 表 



































工序 | 紧 前 工序 | t(i，j) | 紧 后 工序 | 需 员工 数 tes (i,j)te (i, jt (i 中 si， 虽 R(i, 中 F(i, 站 关键 路 线 
A 3 2 B 20 0 2 2 0 0 0 Yes 
B A 1 C 40 2 6 6 2 0 0 Yes 
C B 8 D; E, I 45 6 14 14 6 0 0 Yes 
D C 6 G 40 14 20 23 17 3 0 No 
E C 3 F,H 25 14 17 17 14 0 0 Yes 
F E 5 J 25 17 22 22 17 0 0 Yes 
和 D H 45 20 27 30 23 3 0 No 
H E, G 9 M 20 27 36 39 30 3 0 No 
I C 本 | 15 14 21 22 15 1 No 
J F,. I 8 KL 20 22 30 30 22 0 0 Yes 
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工序 | 紧 前 工序 | t(i，j) | 紧 后 工序 | 需 员工 数 tes (i, jte (i jt (i 首 ks 全 六 RU 站 F(i, 站 关键 路 线 
K j 4 N 25 30 34 35 31 1 No 
EL 可 5 N 20 30 35 35 30 0 0 Yes 
H 2 虚 18 36 38 41 39 3 3 No 
N | K, 工 6 虚 20 35 41 41 35 0 0 Yes 
M,N 0 41 41 41 41 
解 由“ 工序"“ 最 早 开始 时 间 zs (i，7)”、“ 作 业 时 间 1(i，j)” 绘 制 Excel 甘 特 图 
(图 表 类 型 ， 自 定义 类 型 /条 图 ) 如 图 8. 13 所 示 。 图 中 红色 条 为 关键 路 线 ( 手 工 修改 的 数据 
点 填充 色 )。 ’ 
N 人 
\ 填 |、 
J 二 
加 A 
mm 了 » NN, eee 
守 G 
芷 CY 
H N 
E Sr 
D NS 
C 
B L 
a -一 一 一 - 
0 2 4 6 8 10 12 14 16,1-20° 922 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 
i > 时间 ({ 周 ) 
图 8.13 甘 特 图 (Excel 悬浮 条 图 ) 
根据 图 8. 13， 按 相同 时 间 段 汇总 人 数 ， 绘制 人 力 需 求 条 图 ( 见 图 8.14)。 由 图 8.13 可 
见 ， 从 第 14 周 开始 至 第 21 周 ， 人 数 需求 超过 公司 总 人 数 。 此 间作 业 的 工序 有 D、E、F、 





G、L， 其 中 下 、F 工序 为 关键 路 线 , 没有 后 延 的 余地 。 考 虑 如 下 方案 : 























1 3 1 .33 3 息 379 
时 间 ( 周 ) 


图 8.14 各 时 间 段 人 力 需求 分 布 图 


一 -am 户 _aasam 


第 一 , 将 G、H、M 有 3 周 总 时 差 ， 依 次 向 后 延迟 3 周 ， 避 开 第 21 周 用 工 85 人 的 高 



































峰 和 第 22 周 70 人 的 超员 时 间 。 工 序 I 有 1 周 的 自由 时 差 ， 向 后 延迟 1 周 ， 得 员工 需求 人 
数 如 图 8. 15 所 示 。 调 整 后 的 甘 特 图 如 图 8. 16 所 示 。 由 图 8. 15 可 见 ， 从 第 15 周至 第 19 
周 仍 有 5 周 产生 员工 需求 80 人 ,超员 15 人 。 由 图 8. 16 可 见 ， 此 时 ,用 人 高 峰 的 作业 D、 
王 、F、I 均 无 后 延 的 可 能 性 。 
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LV 5 7129 31 33 35 37 39 41 
时 间 ( 屈 Kx 


图 8. 15 调整 后 的 人 力 顺 求 分 布 图 














工序 代 : 
>HOoOoWTOTIT-- -RPTZZ 


















































02 46 8 1012 14 16 1820 22 24 26 28 30 32 34 36 38 4042 
时 间 ( 周 ) 


图 8.16 调整 后 的 甘 特 图 


第 二 , 将 A、B、C 工序 增加 人 力 ， 缩 短工 期 ， 将 节余 出 来 的 时 间 用 于 D、E、 F.、 I 
序 提前 开始 ， 作 业 时 间 延 长 ,减少 施工 人 员 。 


D 本章 小 千 


本 章 介 绍 了 计划 评审 技术 与 关键 路 线 法 的 基本 概念 ， 网 络 图 的 绘制 、 时 间 参 数 的 计算 、 关 键 路 线 
的 确定 及 项 目的 优化 。 要 求 掌握 : 

(1) 网 络 图 。 网 络 图 是 一 个 有 向 图 ， 弧 表示 工序 ， 节 点 表示 事件 。 工 序 指 任何 消耗 时 间或 资源 的 
行动 ; 事件 标志 工序 的 开始 或 结束 ; 路 线 : 从 始点 到 终点 的 一 条 链 。 
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x 
(2) 当 工序 较 多 时 ,手工 绘制 网 络 图 很 困难 ,而 实际 运用 中 并 不 需要 绘制 网 络 图 因此 要 求 一 般 
了 解 。 
(3) 时 间 参 数 的 计算 。 时 间 参 数 包 括 工序 时 间 、 开 始 与 结束 时 间 、 时 差 。 其 中 工序 时 间 的 确定 对 
确定 有 一 点 估计 法 和 三 点 估计 法 。 其 计算 次 序 依次 为 : 
最 早 开始 时 间 一 最 时 结束 时 间 一 最 迟 结束 时 间 一 最 迟 开始 时 间 
ts (1, 门 二 0(1; 始点 标号 ) | 7 四 一 4 (i, nn)(n: 终 





总 时 差 ， 其 计算 公式 为 ; 





ts Ci, D) =max (tm (k, D)} ur Gi, D=min {us(j, A} 


tr (i, ND)=tes (i, +i, ))} 
总 时 差 RGi, 站 =tpr Gi, Dtps Ci, D=ur Ci, D—us(i, )) 
自由 时 差 F(i, 门 二 minles (j,k)—ler (i, )) 

i 


trs(i, )=t1r i, j)—t(i, )) 





y 


(4) 关键 路 线 。 7 入 
关键 路 线 是 指 总 时 差 为 零 的 路 线 ， 其 意义 : 狼 
第 一 ， 这 条 路 线 的 持续 时 间 决定 了 完成 全 瘟 计 划 所 必需 的 最 几时 疝 

佑 = Na 


(5) 网 络 优化 
时 间 优 化 : NA Ne 
采取 组 织 措施 ， 二 财 、 物 等 资源 ， 缩 短 关 
键 工序 的 工序 时 间 。 ™ 
SS 
时 间 一 资源 优化 : SS 


划一， 利用 提交 工 的 总 时 NM 人工 放 的 开 妈 时 间 ,车 王 的 击 只 ， 
第 三， 在 资源 受到 限 册 或 考虑 综合 经 济 效益 的 条 件 下 ， A 推迟 工程 完工 时 间 。 
i 费用 优化 : A 
TAMen rion an 
[ 合 考虑 为 六 所 工期 而 产生 的 直 工 上 与 工期 所 产生 的 效益 。 


TY Sz 
这 ww 
所 关 健 林 i 


计划 评审 技术 (Program Evaluation and Review Technique, PERT) 
关键 路 线 法 (Critical Path Method，CPM) 紧 前 工序 (Preceding Activity) 








ps 











ns 间 (Working Procedure Time) 最 早 开始 时 间 (Earliest Start Time) 
早 结 束 时 间 (Earliest Finish Time) 最 迟 开 始 时 间 (Late Start Time) 
迟 结束 时 间 (Late Finish Time) 总 时 差 (Total Float) 

th Critical Path) 时 间 优 化 (Optimize Ombination) 

费用 优化 (Cost Optimization) 资源 优化 (Resource Optimization) 





























WinQSB 在 项 目 管理 中 的 应 用 见 本 书 课程 网 站 《和 运筹 学 实验 导 书 》，MS Project 使 
见 相 关 教 材 或 Project 帮助 文件 。 








179| 





1. 根据 表 8-5 的 紧 前 工序 、 工 序 时 间 xz，7)/ 天 ， 将 其 他 项 填写 完整 ， 并 指出 关键 
































路 线 
表 8-5 工序 明细 表 
工序 | 紧 前 工序 | t(i，j) | 紧 后 工序 | tes (i, 站 | te (i, 站 ts(i, 站 | tu (i, 站 | R(i, 站) | 关键 路 线 
A -3 2 
B 一 3 
C 2 
D A,B 4 
E B 6 
下 B 5 
G F,C 2 
H B 3 
I E, H 1 
J E, H 5 
K |C，D，F，G| 1 
L K 3 
M L, I,J 2 











2. 根据 表 ,8 广 全 给 加 的 条 件 绘制 网 络 图 。 
表 8-6 工序 明细 表 
工序 A B C D E 下 G H 1 J 
紧 前 工序 








3. 已 知 资料 如 表 8- 7 所 示 ， 试 求 赶 工 1 天 费用 最 小 的 方案 。 
表 8-7 工序 明细 表 























工序 | 工序 时 间 / 天 | 紧 前 工序 | 正常 完成 进度 的 直接 费用 / 百 元 | 赶 进度 一 天 所 需 费 用 / 百 元 
A 1 20 5 
B 8 = 30 1 
小 6 B 15 3 
D 3 A 5 2 
E § A 18 4 
F 7 A 40 

















en 第 8 剖 计划 汪 审 技术 写 关 键 路 线 法 4 和 


























工序 | 工序 时 间 / 天 | 紧 前 工序 | 正常 完成 进度 的 直接 费用 / 百 元 | 赶 进度 一 天 所 需 费 用 / 百 元 
G 4 B,D 10 3 
H 3 E，F，G 15 6 
合计 153 
工程 的 间接 费用 5/( 百 元 /天 ) 











4. 某 工程 各 工序 的 时 间 及 所 需要 的 人 数 如 表 8- 8 所 示 ， 现 有 人 数 为 10 人 ， 试 确定 工 
程 各 工序 的 进度 计划 。 








表 8-8 工序 明细 表 




















工序 紧 前 工序 工序 时 间 / 天 | 需要 人 员 数 
A = 1 和 
B 3 2 3 
C A pa 6 
D 2 1 
E B 入 3 8 
C 2 7 
G F，D 3 2 
H E.G ! 1 

项 目 关键 路 线 的 确定 。 
【实验 目的 】 ”熟悉 运用 WinQSB 的 PERT - CPM 模块 求解 关键 路 线 。 





内 容 】 ”根据 表 8-9 给 出 的 条 件 ， 确 定 关键 路 线 。 
表 8-9 工序 明细 表 





工序 | 紧 前 工序 | 工序 时 间 | 工序 | 紧 前 工序 | 工序 时 间 | 工序 | 紧 前 工序 | 工序 时 间 
A 60 G B; C 7 M J, K 5 

B A 14 H E, F 12 N LE 15 

C A 20 I F 60 0 N 2 

D A 30 D，G 10 P 7 

E A 21 K H 25 Q OP 5 

F A 10 L J.K 10 
































【实验 要 求 】 
(1) 建立 WinQSB 数据 编辑 文件 并 输入 数据 。 








(2) 查看 各 工序 的 最 早 开始 时 间 、 最 早 结束 时 间 、 最 迟 开始 时 间 、 最 迟 结束 时 间 、 总 


时 差 与 自由 时 差 。 


(3) 指出 关键 路 线 ， 并 求 在 正常 情况 下 ,全 部 完成 需要 多 长 时 间 。 
(4) 查看 甘 特 图 。 
6. 实验 二 
【实验 项 目 】 项目 费用 优化 。 
【实验 目的 】 熟悉 运用 WinQSB 的 PERT - CPM 模块 进行 费用 优化 。 
【实验 内 容 】 ”对 表 8 - 10 进行 费用 优化 。 
表 8- 10 工序 明细 表 















































工序 |。 时 前 工序 “| 正常 时 间 | ， 赶 工时 间 | 。 正常 成 本 /再 元 | 。 赶 工 成 本 /再 元 
A 一 4 3 2 KA 和 25 
B 一 8 6 SN 40 
EC B 6 5 1s 20 
D A 3 2 VRH- 5 8 
E A 5 ,MA 18 22 
F A 7 NSa 40 45 
G B，D 4 Nou 3 12 
二 | 成 总 @ HN 2 ww， 18 

【实验 要 求 】 ”一 N 
(1) 建立 WinQSB 数 据 文件 。 2 > 
(2) 查看 正常 时 间 总 成 本 。 分 


\y 


(3) 最 短 完成 时 间 总 成 本 。 
(4) 赶 工 2 天 的 总 成 本 。 





动态 规划 






若 教 学 目标 
知识 目标 < SS 技能 目标 应 用 方向 


1. 理解 下 列 基本 概念 1. 能 对 管理 中 浊 到 的 - 些 典 型 问题 (最 短 | 合理 组 织 
状态 变量 ,决策 变量 ， 策略， 类 转移 人 、 财 、 物 


路 问题 < 资源 分 配 问题 、 设 备 负载 问 
方程 ， 指 标 函 数 和 景 优 值 毅 数 , 题 、 人 特产 存储 问题 ) 建 立 动态 规划 模型 | 力 的 单 目标 














2. 理解 动 i ed Ea 二 掌握 求解 上 述 问题 软件 的 用 法 (Win- | 多 阶段 最 优 
加 E QSB 或 Excel) 化 问题 









: 基本 概念 、 基 本 方程 和 最 优化 原理 












: 最 短路 问题 、 一 维 资源 分 配 问 题 、 
设备 负荷 问题 、 生 产 存 贮 问题 
| 




















算法 : 顺序 算法 、 逆 序 算法 


计算 机 解法 (Lingo，WinQSB 或 Excel) | 




















入 sss i 


国 。 导入 案例 


马车 驿站 问题 


一 驾 马 车 从 A 地 到 城市 已 地， 途中 经 过 3 个 中 间 驿 站 ， 且 每 个 中 间 驿 站 有 几 个 不 同 的 地 点 可 供 选 
择 ， 选 择 不 同 的 驿站 的 距离 是 不 同 的 ， 两 点 之 间 的 连 线 上 的 数字 表示 两 点 间 的 距离 ， 如 图 9.1 所 示 。 试 
求 一 条 从 人 A 到 下 的 线路 ， 使 总 距离 最 短 。 





图 9. 1 城市 间 的 线路 网 络 

如 图 9.1 所 示 的 线路 网 络 ， 求 A 于 到 的 许 短 路 线 问题 是 动态 规划 中 一 个 较为 直观 的 
册 型 例子。 由 图 可 知 ， 从 A 点 到 下 点 可 分 为 四 个 阶段 ，Ar>B-~C-=D-E， 在 第 一 阶段， 
A 为 起 点 ,终点 有 Bl 、B 两 个 ;调和 这 时 走 的 路 线 有 两 企 选择 ， 一 是 选择 Bi ， 二 是 选择 
B,。 若 选择 B 的 决策 ， 则 -BL 就 是 第 一 阶段 决策 记 环 的 结果 。 它 既是 第 一 阶段 路 线 的 终 
点 ， 又 是 第 二 阶段 路 线 的 蝶 吉 。 在 第 二 个 阶段 、\ 酝 从 B 点 出 发 对 应 于 B 点 就 有 一 个 可 
供 选 择 的 终点 集合 Cr，C:，C:)， 车 选择 机 也 > 走 到 C 为 第 二 阶段 的 决策 ， 则 C 就 是 第 
二 阶段 的 终点 \\ 回 时 又 是 第 三 阶段 的 起 点 2 同 理 递 推 下 去 ， 可 看 到 ， 各 个 阶段 决策 不 同 
途径 的 城市 路 线 就 不 同 。 很 明显 ， 当 某 阶段 的 起 点 给 定时 ， 它 直接 影响 着 后 面 各 阶段 的 行 
进 路 线 和 整个 路 线 的 长 度 ， 而 后 面 各 阶段 的 路 线 的 发 展 不 受 这 点 以 前 各 阶段 路 线 的 影响 。 
故此 问题 的 要 求 是 ， 在 各 个 阶段 选择 一 个 恰当 的 决策 ， 使 由 这 些 决策 组 成 的 一 个 决策 序列 
所 决定 的 一 条 路 线 ， 其 总 的 路 程 最 短 。 如 何 解决 这 个 问题 呢 ? 最 直接 的 方法 就 是 穷 举 法 ， 
即 把 由 A 到 下 的 所 有 可 能 路 线 的 距离 都 算出 来 ， 然 后 比较 找 出 距离 最 短 的 路 线 。 这 样 ， 
从 和 A 到 下 的 4 个 阶段 中 ， 一 共有 2X3X2X1 一 12 条 不 同 的 路 线 ， 比 较 这 12 条 不 同 路 线 的 
距离 ， 最 短 距 离 的 路 线 为 A-=B -CDi-E。 

相应 的 最 短 值 为 13。 显 然 ， 当 路 线 数 不 多 时 这 种 方法 是 有 效 的 ， 但 当 阶段 数 增加 ， 且 
各 阶段 的 不 同 选择 数 也 很 多 时 ， 这 种 解法 的 计算 量 将 大 大 增加 ， 甚 至 在 计算 机 上 也 无 法 实 
现 。 那么 对 该 问题 是 否 存在 更 好 的 计算 方法 呢 ? 答案 是 肯定 的 ， 这 就 是 本 章 所 讨论 的 动态 
规划 法 。 





人 生 
所 = 背景 知识 
近 几 十 年 来 ， 由 于 实际 和 理论 的 需要 ， 运筹 学 的 各 种 理论 和 方法 莲 勃 发 展 ， 在 很 多 领 











域 都 取得 了 突出 的 成 就 。 动 态 规划 作为 运筹 学 的 一 个 分 支 ， 在 工程 
技术 、 经 济 、 工 业 生 产 及 军事 等 部 门 都 得 到 了 广泛 的 应 用 ， 并 获得 
了 显著 的 效果 。 许 多 问题 ， 利 用 动态 规划 处 理 ， 常 比 线性 规划 和 非 
线性 规划 这 样 一些 “ 静 态 ” 的 优化 方法 更 加 有 效 。 特 别 是 对 于 离散 
性 质 的 问题 ， 传 统 的 解析 数学 方法 无 法 施展 其 技 ， 动 态 规划 就 常常 
成 为 一 种 有 用 的 工具 。 对 于 某 些 问题 ， 利 用 动态 规划 方法 处 理 ， 不 
仅 能 对 问题 作出 定性 的 分 析 ， 而 且 也 能 给 出 利用 计算 机 求 其 数值 解 
的 方法 。 
动态 规划 是 解决 多 阶段 决策 过 程 最 优化 的 一 种 方法 ， 大 约 产生 
于 20 世纪 50 年 代 。1951 年 ,美国 数学 家 贝尔 曼 等 人 ,根据 多 阶段 ”贝尔 曼 (1920 一 1984) 
决策 问题 的 特点 ， 把 多 阶段 决策 问题 表示 为 一 系列 单 阶段 问题 而 逐 
个 加 以 解决 ， 提 出 了 解决 这 类 问题 的 “最 优化 原理 ”并 将 其 应 用 于 很 多 实际 问题 的 研究 ， 
从 而 建立 了 运筹 学 的 一 个 分 支 一 -动态 规划 。1957 年 ,+ 这 个 领域 的 第 一 部 著作 《动态 规 
划 》 问 世 。 

多 阶段 决策 问题 ， 根 据 决策 过 程 的 时 间 参 量 是 离散 的 还 是 连续 的 ， 过程 分 为 离散 决策 
过 程 和 连续 决策 过 程 ;根据 决策 过 程 的 转移 是 确定 性 的 还 是 随机 性 的 ， 过 程 分 为 确定 性 决 
策 过 程 和 随机 性 决策 过 程 。 将 其 组 合 起 来 6 可 以 得 到 离散 确定 性 、 离 散 随机 性 、 连 续 确定 
性 和 连续 随机 性 四 种 决策 过 程 模型 > 本 章 主 要 讨论 离散 确定 性 决策 过 程 ， 其 中 建立 的 概 
念 、 理 论 和 方法 ， 也 是 整个 动态 规划 的 基本 内 容 


忆 朗 
屿 二 ”阅读 材料 

动态 规划 由 贝尔 曼 建 立 。1957 年 贝尔 曼 首次 提出 了 系统 的 论述 ， 接 着 贝尔 曼 和 他 的 
合作 者 发 表 也 应 用 动态 规划 和 纲 划 在 控制 理论 中 的 应 用 等 其 他 书籍 ， 学 者 们 还 对 动态 
规划 在 马尔 可 去 过 程 中 的 应 用 进行 了 讨论 。 大 量 的 书籍 和 文章 都 讲述 了 动态 规划 在 化 学 工 
程 、 资 源 理论 、 变 分 法 、 最 优 控制 理论 和 经 济 学 中 的 应 用 。 

动态 规划 求解 的 基本 方法 有 两 种 : 逆序 解法 和 顺序 解法 。 动 态 规 划 模 型 建立 后 ， 对 基 
本 方程 的 分 段 求 解 ， 不 像 线 性 规划 那样 有 通用 的 解法 ， 而 是 必须 根据 具体 问题 的 特点 ， 结 
合 数 学 技巧 灵活 求解 ， 大体 有 以 下 几 种 常用 算法 。 

(1) 离散 变量 的 分 段 穷 举 算法 。 

(2) 连续 变量 的 解法 。 

(3) 连续 变量 的 离散 化 解法 。 

(4) 高 维 问题 的 解法 一 一 玻 密 格子 点 法 、 逐 次 逼近 法 、 拉 格 朗 日 乘 子 法 。 

美国 诺 贝 尔 经 济 学 奖 获 得 者 哈里 ， 马克 维 茨 (Harry Markowitz)(1952) 第 一 次 从 风险 
资产 的 收益 率 与 风险 之 间 的 关系 出 发 ， 讨 论 了 不 确定 经 济 系统 中 最 优 资产 组 合 的 选择 问 
题 ， 获 得 了 著名 的 基金 分 离 定理 ,为 资产 定价 理论 莫 定 了 坚实 的 基础 。 在 马克 维 获 
(Markowitz) 的 资产 组 合 均值 一 方差 理论 的 基础 上 ， 另 一 位 美国 诺 贝尔 经 济 学 奖 获得 者 威 
廉 . 夏普 (William F. Sharpe)(1964) 和 其 他 两 位 学 者 约翰 。 林 (John Lintner)(1965) 及 约 
翰 ， 葛 辛 (John Moosin)(1966)， 在 比较 强 的 市 场 和 投资 者 行为 假设 下 , 各自 独 立地 得 出 
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了 马克 维 茨 均值 一 一 方差 的 均衡 版 本 ， 即 著名 的 资本 资产 定价 模型 (CAPM) 。 虽 然 CAPM 
奠定 了 现代 资本 市 场 均衡 定价 理论 的 核心 基础 ,但 它 却 建立 在 一 系列 严格 的 假设 基础 上 ， 
从 而 使 其 对 市 场 的 实际 指导 作用 受到 较 大 限制 。CAPM 的 主要 不 足 之 一 是 : 静态 单 阶段 的 
研究 方法 使 得 CAPM 要 求 的 投资 行为 与 实际 有 差异 ， 并 因此 不 能 将 消费 与 投资 进行 综合 
研究 。 于 是 ， 从 20 世纪 70 一 80 年 代 以 来 ,以 布 里 登 (D. Breeden)、 罗 宾 斯 坦 
(M. Rubinstein) 、 爱 德 温 。J ' 埃 尔 顿 (Edwin J. Elton) 以 及 格 鲁 布 (M.J.Gruber) 等 人 
为 代表 的 一 大 批 金 融 经 济 学 家 致力 于 研究 寻找 更 接近 实际 的 资产 定价 均衡 理论 ， 并 推出 了 
一 系列 的 CAPM 衍生 模型 ， 如 “消费 导向 CAPM”( 即 CCAPM)。 此 外 ,法 玛 (F. Fama) 
研究 了 多 个 持 有 期 的 CAPM。 默 顿 (R.C. Merton) 研究 了 连续 时 间 跨 期 CAPM( 即 
ICAPM) 。 考 克 斯 (John C. Cox) 、 乔 纳 估 恩 。 下 , 葛 格 索 (Jonathon E. Ingersoll) 和 斯 蒂 芬 
。A。，。 罗 斯 (Stephen A. Ross) 的 研究 则 将 ICAPM 作 了 一 般 性 的 推广 。 在 动态 多 阶段 情 
况 下 ， 投 资 者 面临 的 环境 不 仅 只 有 投资 环境 ， 还 包括 消费 环境 。 默 顿 、 考 克 斯 等 人 通过 一 
系列 关于 环境 和 可 行 集 状 态 的 假设 ， 运用 动态 了 机 规划 的 党 和 方法 ， 同时 考虑 投资 与 消 
费 最 大 化 以 求 取 最 优 投资 组 合 。 SN 

近年 来 ， 动 态 规划 不 仅 在 自身 的 理论 、 方法/ 而 取得 了 许多 新 的 进展 ， 而 且 还 
广泛 应 用 于 最 优 控制 、 经 济 预 测 等 问题 。 

本 章 将 阐述 动态 规划 的 相关 概念 、 | Rs 求解 方法 。 着 重 讨论 实际 问题 的 
动态 规划 建 模 过 程 和 求解 方法 。 


9 的 本 信和 









































动态 规划 i Ganmina 是 求 外 A 决策 过 程 (Multi 一 step Decision 
Process) 最 优化 的 所 种 数学 方法 ， 它 将 问题 的 束 as 5 间 的 特征 分 成 若干 个 前 后 衔 
接 的 时 空 阶段 把 多 阶段 决策 问题 表示 为 前 后 有 关 的 一 系列 单 阶段 决策 问题 ， 然 后 逐个 求 
解 ， 从 而 求 出 整个 问题 的 最 优 决 策 序列 。 与 传统 的 方法 不 同 的 是 ， 它 强调 了 问题 的 时 间 和 
空间 的 连续 性 。20 世纪 50 年 代 初 美国 数学 家 贝尔 曼 等 人 在 研究 多 阶段 决策 过 程 的 优化 问 
题 时 ， 提 出 了 著名 的 最 优 性 原理 ， 并 研究 和 解决 了 其 他 实际 问题 ， 从 而 建立 了 解决 最 优化 
问题 的 一 种 新 方法 一 一 动态 规划 方法 。 

动态 规划 方法 在 工程 技术 、 经 济 管理 、 工 业 生产 及 军事 部 门 中 都 有 广泛 的 应 用 ， 并 且 
获得 了 显著 的 效果 。 在 经 济 管理 方面 ， 动 态 规划 可 以 用 来 解决 最 优 路 径 问 题 、 资 源 分 配 问 
题 、 生 产 调度 问题 、 库 存 问题 、 设 备 更 新 问题 等 ， 所 以 它 是 现代 企业 管理 中 的 一 种 重要 决 
策 方 法 。 许多 问题 用 动态 规划 的 方法 去 处 理 ， 常 比 线性 规划 或 非 线性 规划 更 为 有 效 ， 但 动 
态 规划 不 像 线性 规划 那样 有 一 个 标准 的 数学 表达 式 和 明确 定义 的 一 组 规则 ， 而 必须 对 具体 
问题 进行 具体 分 析 处 理 。 因 此 ， 在 用 动态 规划 方法 解决 实际 问题 时 ， 不 仅 要 对 动态 规划 的 
基本 概念 和 方法 有 深入 的 了 解 ， 还 应 该 以 丰富 的 想象 力 去 建立 数学 模型 ， 并 用 创造 性 的 技 
巧 去 求解 。 


9.1.1 动态 规划 的 基本 概念 
使 用 动态 规划 方法 解决 多 阶段 决策 问题 时 ， 首 先 要 写 出 实际 问题 的 动态 规划 模型 ， 然 
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后 求解 。 动 态 规划 模型 的 建立 依赖 于 下 面 的 有 关 概 念 。 
:阶段 


巴 所 给 问题 的 过 程 ， 恰 当地 分 为 若干 个 相互 联系 的 阶段 以便 能 按 一 定 的 次 序 去 求 
解 。 描 述 阶段 的 变量 称 为 阶段 变量 ， 常 用 表示。 阶段 的 划分 一般 是 根据 时 间 和 空间 的 
自然 特征 来 划分 ， 但 要 便于 把 问题 的 过 程 转化 为 多 阶段 决策 的 过 程 ， 如 引 例 中 ， 可 将 问 是 
分 为 四 个 阶段 来 求解 ，& 一 1，2，3，4。 


2. 状态 


状态 表示 每 个 阶段 开始 所 处 的 自然 状况 或 客观 条 件 ， 它 描述 了 研究 问题 过 程 的 状况 。 
在 引 例 中 ， 状 态 就 是 某 阶段 的 出 发 位 置 。 它 既是 该 阶段 某 支 路 的 超 点 ， 又 是 前 一 阶段 某 支 
0 点 A， 第 二 阶段 有 两 
个 状态 ， 即 点 集 {Bl ，B,) ， 一 般 第 阶段 的 状态 就 是 第 人 阶段 所 有 始点 的 集合 。 

措 述 过 程 状态 的 变量 称 为 状态 变量 。 它 可 用 一 个 le in 
阶段 的 状态 变量 。 如 在 引 例 中 第 三 A 5 ia, =— nt ， 有 时 为 
了 方便 ， 将 该 阶段 的 状态 编 上 号 码 1， 六 村 ah 2， 

的 六 有 下 而 的 人 了 Ke 阶段 状态 给 定 人 
发 展 不 受 这 阶段 以 前 各 阶段 状态 的 影响 个 黎 句 话说 ， 对 各 折 寺 友 押 只 1 能 通过 当前 的 状态 
去 影响 它 未 来 的 发 展 ， 当 前 的 状态 是 以 往 历史 的 一 一 个 总 结 这 个 性 质 称 为 无 后 效 性 。 如 果 
状态 的 某 种 规定 方式 可 能 导致 不 满足 无 后 效 性 ， 应 适当 地 改变 状态 的 规定 方法 ， 达到 能 使 
MR RN” 

> 
3. 决策 KR. < 站 | > 


当 过 程 处 于 沫 > -阶段 的 某 个 状态 时 ， 可 以 作 出 不 同 的 选择 ， 从 而 确定 下 一 阶段 的 状 
态 ， 这 种 选择 称 为 决策 。 描 述 决策 的 变量 ， 称 为 决策 变量 ， 它 可 用 一 个 数 或 向 量 来 描述 。 
常用 ze(s) 表 示 第 阶段 当 状 态 处 于 s4 时 的 决策 变量 。 它 是 状态 变量 的 函数 。 在 实际 问题 
中 ,决策 变量 的 取 值 往往 有 其 取 值 范围 ， 此 范围 称 为 允许 决策 集合 ， 常 用 Di Cs) 表示 第 
阶段 从 状态 s4 出 发 的 允许 决策 集合 ， 显 然 有 zi (sx) € DeCse)。 
如 在 引 例 第 三 阶段 中 ， 从 状态 Ci 出 发 有 两 种 不 同 的 决策 ， 其 允许 的 决策 集合 D (CG) 二 
{Di，D;)， 若 选择 的 点 为 D1， 则 Di 是 状态 Ci 在 决策 x; (Ci) 作 用 下 的 一 个 新 状态 ， 记 为 
xs3(C1)=D, 
































4. 策略 
ee 由 过 程 的 第 & 阶段 开始 到 终止 状态 为 止 的 
， 称 为 问题 的 后 部 子 过 程 (或 A 子 过 程 )。 由 每 段 的 决策 按 顺 序 排列 组 成 的 决策 函数 序 
oo {ze(s)，*…，zu(5,)) 称 为 k 子 过 程 策 略 ， 简 称 子 策略 ， 记 为 pr,(s)， 即 
Perns1)= {zsE), TESEH1), oe Tas)} 
当 k 二 1 时 ， 此 决策 函数 序列 称 为 全 过 程 的 一 个 策略 .简称 策略 ， 记 为 pi., (5 )。 即 
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puns)= {zs1), zs2), Tas )} 
在 实际 问题 中 ， 可 供 选择 的 策略 有 一 定 的 范围 ， 此 范围 称 为 允许 策略 集合 ， 用 已., 表 
示 。 从 允许 策略 集合 中 找 出 达到 最 优 效 果 的 策略 称 为 最 优 策略 。 


5. 状态 转移 方程 


状态 转移 方程 是 确定 过 程 由 一 个 状态 到 另 一 个 状态 的 演变 过 程 。 若 给 定 第 & 阶段 状态 
变量 w 的 值 ， 如 果 该 阶段 的 决策 变量 zz 确定 后 ， 第 上 十 1 阶段 的 状态 变量 w+ 的 值 就 完全 
确定 。 这 种 确定 的 对 应 关系 记 为 sr 二 Ti (st，xzx) 
上 式 描述 了 由 阶段 到 十 1 阶段 的 状态 转移 规律， 称 为 状态 转移 方程 。T 称 为 状态 
转移 函数 。 如 引 例 中 ， 状 态 转移 方程 为 v41 二 zx (sx)。 

















怜 
6. 指标 子 数 和 最 优 值 函 数 AR 


用 来 衡量 所 实现 过 程 优 劣 的 一 种 数量 指标 ， ih 。 指 数 函数 有 两 种 : 一 是 阶 
段 指标 函数 w (Se，ze)， 表 示 对 应 于 某 阶段 状态 和 从 该 状态 出 发 的 一 个 阶段 的 决策 的 某 
种 效益 的 度量 ; 二 是 过 程 指标 函数 ， 怕 是 息 : 芭 在 翟 过程 和 所 有 后 部 子 过 程 上 确定 的 数 生 于 
数 ， 常 用 Vi 表示 ， 即 KY 
Vi =Vin ss RAN St1)s k=1, 2, sn 

了 要 由 动态 昌 和 标记 应 具有 条 分 可 也、 并 消 过失 关 系 即 

Vi lss Zhs stis 入 DZ bs, me, Vi Ment 证 

人 于 了 


Vel. AR = rR. Cs a srD0 一 Tu， Zi) 


式 中 ,vw fr ) 表 示 第 ;阶段 的 阶段 指 宗 。 

sgn 称 为 最 优 值 函 数 ， 记 为 f(s.)， 它 表示 从 第 阶段 的 状态 s4 开始 
到 第 阶段 的 终止 状态 的 过 程 ， 采取 最 优 策略 所 得 到 的 指标 函数 值 ， 即 

Ja) 一 ,opt Vein 

其 中 ,“opt” 根 据 题 意 取 min 或 max。 

在 不 同 问题 中 ， 指 标 函 数 的 含义 是 不 同 的 ， 它 可 能 是 距离 、 利 润 、 成 本 等 。 如 在 引 例 
中 ， 指 标 函 数 w ,就 表示 在 第 &A 阶段 由 至 终点 下 的 距离 ,用 di (st，xi) 二 wr(s4，z4) 表 
示 在 第 & 阶段 由 点 到 点 se 一 Cs) 的 距离 ， 如 d; (Cl，Di) 二 6， 就 表示 在 第 三 阶段 中 
点 Ci 到 Di 的 距离 为 6。fi (sx) 表示 从 第 k 阶 段 点 54 到 终点 下 的 最 短 距 离 , 如 户 (D,) 表 
示 从 第 四 阶段 中 的 点 Di 到 点 下 的 最 短 距 离 ， 即 f(D) 二 2。 












































7. 边界 条 件 


动态 规划 的 边界 条 件 是 指 已 知 的 起 始 条 件 或 终止 条 件 。 在 求解 中 可 根据 边界 条 件 的 不 
同 确定 采用 顺序 法 或 逆序 法 。 
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下 面 结合 解决 最 短路 线 问 题 来 介绍 动态 规划 方法 的 基本 思想 和 最 优化 原理 。 最 短路 线 
有 一 个 重要 特性 ， 如 果 由 起 点 A 经 过 点 P 和 点 HH 而 到 达 终点 下 是 一 条 最 短路 线 ， 则 由 点 
了 出 发 经 过 点 了 H 到 达 终点 王 的 这 条 子路 线 ， 对 于 从 点 了 出 发 到 达 终点 下 的 所 有 可 能 选择 
的 不 同 路 线 来 说 ， 必 定 也 是 最 短路 线 。 例如， 在 最 短路 线 问题 中 ， 若 找到 了 A 一 Bl 一 C, 一 
Di 一 E 是 由 A 到 下 的 最 短路 线 ， 则 CDi 一 E 应 该 是 由 C: 出 发 到 下 的 所 有 可 能 路 线 的 最 
短路 线 ， 这 点 不 难 验证 。 

根据 最 短路 线 这 一 特性 ， 寻 找 最 短路 线 的 方法 ， 就 是 从 最 后 一 段 开 始 ， 利 用 由 后 向 前 
逐步 递 推 的 方法 ， 求 出 各 点 到 下 的 最 短路 线 ， 最 后 求 得 由 A 到 正 的 最 短路 线 ， 所 以 动态 
规划 的 方法 是 从 终点 逐 段 向 始点 方向 寻找 最 短路 线 的 一 种 方法 。 

下 面 按照 动态 规划 的 方法 ， 将 引 例 从 最 后 一 段 开始 计算 < 步 推移 至 A 点 。 

当 k&==4 时， ee 4 有 一 条 路 线 ， 故 f(DD) 网 理 AD 


9.1.2 动态 规划 的 最 优化 原理 




















当 k=3 时 ， 出 发 点 有 Ci、Cs、Gs 和 C4 个 , 车 ) HH 发 ， 有 两 个 选择 ， 一 个 选择 是 
至 D, ， 另 一 个 选择 是 a NN 
ee it DD D,)+ f(D,)} 
二 min (6 十 2，8 十 1} WN 
其 相应 的 决策 为 (CU 一 D， SS 至 终点 E 的 最 短 距 离 为 8， 最 短路 线 为 C 
-Di==E。 ,NS > ;ZN ER 
同 理 ,从 C;、 Te 有 人 


fi(C)=min (ds (OF D+ DD), a, 和 SBT f(D,)} 
一 min 13 二 2,) 5 十 1)}==5 交 SS 











其 相应 的 决策 为 Fr 人 ) 一 Di a 
fC) EminAd Cs, DD+LD), ds(C, , Di)+fi(D,)) 
min {3+2, 3 }=4 





其 相应 的 决策 为 zs (Ci ) 一 D， 
fi(C)=min {d (Ce , Di)+ f(D), ds (Cs, D;)+ f(D;))} 
min {8 十 2，4 十 1} 王 5 
其 相应 的 决策 为 zx: CC) 一 D， 

















类 似 地 ， 可 算得 
当 k==2 时 ， 有 
fi(Bi)=8 心 (B) 一 C， 
户 (Bo)=11 心 (Bu) 一 C; 或 心 (Bo) 一 Ci 
当 &=1 时， 出 发 点 只 有 一 个 A 点， 则 
[di(A, BY+A(B)N /5+8 
hn (Amind eA, BD 囊 n 3 





且 x.(A) 二 Bl。 于 是 得 到 从 起 点 A 到 终点 下 的 最 短 距离 为 13。 
为 了 找 出 最 短路 线 ， 再 按 计算 的 顺序 反 推 之 ,可 求 出 最 优 决 策 函 数 序 列 (x)， 即 
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L(A) 二 Bl， xz (B1) 二 C;， zi(C;) 二 D1 ,x1(Di) 二 EE 组 成 一 个 最 优 策略 。 因 而 最 短路 线 为 
A>B CD >E. 
从 上 面 的 计算 过 程 中 可 以 看 出 ， 在 求解 的 各 个 阶段 ， 利 用 了 上 阶段 与 A 十 1 阶段 之 间 
的 递 推 关系 
on = min {di(st» xz)+fin(z(s))} k=4, 3, 2, 1 








mED 
fs(ss)=0 
一 般 情况 ,& 阶段 与 十 1 阶段 的 递 推 关系 式 可 以 写 为 


这 种 递 推 关系 起 5. 1 称 为 动态 规划 的 基本 方程 ， 后 一 个 等 式 称 为 边界 条 件 ， 





动态 规划 方法 是 基于 贝尔 曼 等 人 提出 的 最 优化 原理 ， 这 个 最 优化 原理 指出 : “作为 整 
个 过 程 的 最 优 策略 具有 这 样 的 性 质 ， 即 无 论 过 去 的 状态 和 决策 如 何 ， 对 前 面 的 决策 所 形成 
的 状态 而 言 ， 余 下 的 诸 决策 都 必须 构成 最 优 策略 .” 简 而 言 之 ， 一 个 最 优 策略 的 子 策略 总 
是 最 优 的 。 

引 例 正 是 根据 这 一 原理 求解 的 。 利 用 这 一 原理 ， 可 以 把 多 阶段 决策 问题 的 求解 过 程 表 
示 成 一 个 连续 的 递 推 过 程 ， 由 后 向 前 逐步 计算 。 在 求解 时 ， 前 面 的 各 状态 与 决策 ， 对 后 面 
的 子 过 程 来 说 ， 只 相当 于 初始 条 件 ， 并 不 影响 后 面子 过 程 的 最 优 决策 。 


9.2 动态 规划 的 模型 和 求解 


9.2.1 动态 规划 模型 的 建立 


建立 动态 规划 模型 ， 就 是 分 析 问 题 并 建立 问题 的 动态 规划 基本 方程 。 下 面 以 资源 分 配 
问题 为 例 介绍 动态 规划 的 建 模 过 程 。 

【 例 9. 1〗】 ” 设 某 公司 有 某 种 原料 ， 其 数量 为 a, 用 于 生产 种 产品 。 若 分 配 数量 x; 用 于 
生产 第 i 种 产品 ， 其 收益 为 g;(x;)， 问 应 该 如 何 分 配 ， 才 能 使 生产 n 种 产品 的 总 收入 最 大 ? 
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解 根据 前 面 几 章 的 知识 ， 很 容易 写 出 该 问题 的 数学 模型 : 
max z=g1(z1) 二 gs (zz) 二 Tg, (x,) 
F 二 十 局 十 坟 半 a 
Zi 宕 0, i=], 2, ,nn 

当 gi(zi) 是 线性 函数 时 ， 它 是 一 个 线性 规划 问题 ， 当 g; (zi) 是非 线性 函数 时 ， 它 是 一 
个 非 线 性 规划 问题 。 由 于 这 类 问题 的 特殊 结构 (目标 函数 可 分 )， 可 以 将 它 看 成 一 个 多 阶段 
决策 问题 ， 并 利用 动态 规划 的 递 推 关系 来 求解 。 

在 应 用 动态 规划 方法 来 处 理 这 类 问题 时 ,通常 把 资源 分 配给 一 个 或 几 个 使 用 者 的 过 程 
作为 一 个 阶段 ， 把 问题 中 的 变量 zx 作为 决策 变量 ,将 累计 的 量 或 随 递 推 过 程 变 化 的 量 选 
为 状态 变量 。 a dn nm 2 a 
配给 第 1 种 产品 的 原料 数 ， 则 在 第 一 阶段 二 1) 有 5H 二 a。 。“ 

在 第 二 阶段 (8 二 2)，ss 为 余下 可 投 村 人 产生 产 的 大 小 ， Wn 

一 般 地 ， 在 第 & 阶段 有 一 AL Tle 4 1 

于 是 有 ， NA 





利用 这 个 递 推 关系 式 进行 逐 段 计算 ， 最 后 求 得 1(a) 即 为 所 求 问 题 的 最 大 总 收入 。 





上 面 指出 的 是 建立 动态 规划 模型 的 一 般 步 又， 有 些 问 题 由 于 具体 情况 不 同 ， 不 可 能 或 
没有 必要 这 样 建 模 ， 关键 是 要 灵活 运用 最 优化 原理 。 更 多 的 建 模 过 程 参 见 9. 3 节 。 
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9 2. 2 动态 规划 问题 的 解法 


动态 规划 模型 建立 后 ， 就 需 对 基本 方程 进行 求解 ， 而 基本 方程 的 递 推 关系 式 有 顺序 和 逆 
序 之 分 ， 所 以 动态 规划 问题 的 求解 有 顺序 解法 和 逆序 解法 。 一 般 来 说 ， 当 初始 状态 给 定时 ， 
用 逆序 法 比较 方便 ， 当 终止 状态 给 定时 ， 用 顺序 法 比较 方便 。 


1. 逆序 解法 
设 已 知 初始 状态 为 a， 并 假定 
指标 函数 为 Vi， = 5,(z ) ， 最 优 值 两 数 为 


优 解 盖 一 六) 和 最 优 值 /5,)。 


在 第 "一 1 阶段 ， 有 状态 转移 函数 
f= eSPt, ， ef wt 


( 当 指标 函数 为 Ve, 一 了 si(z ) 时 ， 


fils1)= opt [ual KN 1)Xf(s)], 下 同 ) 
m1ED -1S 1) 
和 元-= 坟 SS 次 
Si-1)。 


解 此 问题 ， 得 到 最 优 解 


万 (一 人 Dss, Zid 
式 中 ，D, (5,) 是 由 状态 s, 所 确定 的 第 a WE 就 得 到 最 


1 守 3-1(5-1) 和 最 






由 于 初始 状态 5 已 知 ， 故 xz 二 x (54) 和 fi(s1) 是 确定 的 ， 从 而 ;二 Ts，xzi) 也 就 可 确 
定 ,于 是 z 二 zz(s2) 和 f(s) 也 可 确定 。 这样， 按照 上 述 递 推 过 程 相 反 的 顺序 推算 下 去 ， 就 
可 逐步 确定 出 每 阶段 的 决策 和 效益 。 

引 例 和 第 9. 3 节 的 例 9.2 的 求解 就 采用 了 逆序 解法 。 


2. 顺序 解法 
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具体 例子 参见 9. 3 节 的 例 9.4。 


案例 9-1 资源 分 配 问题 NK 入 


所 谓 分 配 问 题 就 是 将 数量 一 定 汐 > 种 或 者 若干 种 资源 z 旭 原材料、 资金 、 机 器 设备 、 芝 
力 等 )， 稚 当 地 分 本 给 苦于 个 信用 者: We 


1. 案例 。 模 型 。 a Tp 
a 





分 析 ”将 问题 按 工 厂 分 为 3 个 阶段 , 甲 、 乙 、 丙 3 个 工厂 分 别 编号 为 1，2，3 
设 阶段 变量 EGR 一 1，2，3); 
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状态 变量 w 表示 为 分 配给 第 上 个 工厂 至 第 ”个 工厂 的 设备 台数 ; 
决策 变量 x 表示 分 配给 第 个 工厂 的 设备 台数 ; 
则 s+ 三 5 一 zi 为 分 配给 第 十 1 个 工厂 至 第 个 工厂 的 设备 数 ; 
Pi (x ) 表 示 为 x 台 设 备 分 配 到 第 个 工厂 所 得 赢利 值 ; 
(st) 表 示 为 5 台 设 备 分 配给 第 个 工厂 至 第 个 工厂 所 得 到 的 最 大 赢利 值 。 
因而 可 写 出 递 推 关系 式 为 
[AT ps [PCGz)+fin(s—x)] k=3, 2, 1 








LPGo=o 
解决 方案 采用 逆序 算法 ， 从 最 后 一 个 阶段 开始 向 前 计算 有 
第 三 阶段 (4 一 3) 
设 将 台 设备 (s 一 0，1，2，3，4，5) 全 部 分 配给 工厂 两 ， 则 最 头 赢利 值 为 
Go 一, max [Pi(zs)] AAAN 
因为 这 时 只 有 一 个 工厂 ， 有 多 少 台 设 备 就 分 配给 [全 多 少 台 设 备 ， 故 它 的 赢利 值 就 是 
该 阶段 的 最 大 赢利 值 ， 其 数值 计算 结果 如 表 9- 2 所 去 。、 
NS 
表 9-2 k= 时 的 计算 结果 



































MX3 
x 
s 0 
0 0 0 
1 1 
2 .次 
本 w 
3 a 「 9 3 
> 到 

1 YY 11 11 1 
5 12 12 5 


注 : 表 中 x? 表示 使 /;(s;) 为 最 大 值 时 的 最 优 决策 。 

第 二 阶段 (4 二 2): 

设 把 s 台 设 备 (s 二 0，1，2，3，4，5) 分 配给 工厂 己 和 工厂 丙 ， 则 对 每 个 s 值 ， 都 有 一 
种 最 优 分 配方 案 ， 其 最 大 赢利 值 为 

fi(s2) 一 ,Dax [P(x2)+ fs (ss—zx2)] 

因为 给 乙 工 厂 x; 台 ， 其 赢利 为 p(x;), 余下 的 ss 一 zz 台 给 丙 工 厂 ， 则 它 的 最 大 赢利 值 
为 f; (5 一 x2)， 现 要 选择 zx 的 值 , 使 ps (zx2) 十 f(s 一 zo) 取 最 大 值 ， 其 数值 计算 结果 如 
表 9- 3 所 示 。 
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表 9-3 K 一 2 时 的 计算 结果 


12 十 0 


12 十 3 | 12 十 0 





第 一 阶段 (& 一 1) ， 


设 把 5 台 设备 (一 5) 分 配给 甲 、 乙 、 丙 3 个 工 i Re 


(5)= a a 
式 中 ,五 =0，1，2，3，4，5。 


因为 给 甲 工厂 zx! 台 ， 甚 赢利 为 p(n 的 
大 赢利 值 为 户 (5 一 zi )， 现 要 选择 zi 
的 最 大 赢利 值 ， 其 数值 计算 结果 如 


RY 4 k 一 1 时 的 计 si 






3 Zz! 台 分 给 乙 和 丙 工 厂 ， 则 它 的 最 
nh Ge 它 就 是 所 求 






然后 按 计算 表格 的 顺序 反 向 推算 ， 可 知 最 优 分 配方 案 有 4 个 。 
(1) 由 于 xz? =1, 根据 s=s5 一 zx? = 二 5 一 1]=4， 查 表 9-3 知 zx? = 二 2, 由 $=ss 一 zx? = 二 4 
一 2 二 2， 查 表 9-2 知 xz? ==ss 二 2， 即 得 甲 工厂 分 配 1 台 ， 乙 工厂 分 配 2 台 ， 丙 工厂 分 配 2 
台 时 获 利 最 大 ， 最 大 值 为 20 万 元 。 
(2) 由 于 zx? =2, 根据 s,=s 一 x? = 二 5 一 2 二 3， 查 表 9-3 知 xz? = 二 1, 由 5 二 ss 一 zx? = 二 3 
一 1=2， 查 表 9-2 知 x 二 ss 二 2， 即 得 甲 工厂 分 配 2 台 ， 乙 工厂 分 配 1 台 ， 丙 工厂 分 配 2 
台 时 获 利 最 大 ， 最 大 值 为 20 万 元 。 
(3) 由 于 x? =2, 根据 ss=51 一 zx? = 二 5 一 2 二 3， 查 表 9-3 知 zi =2, 由 53=ss 一 x2 = 二 3 
一 2 二 1， 查 表 9-2 知 zz 二 ss 二 1， 即 得 甲 工 厂 分 配 2 台 ， 乙 工厂 分 配 2 台 ， 丙 工厂 分 配 1 
台 时 获 利 最 大 ， 最 大 值 为 20 万 元 。 
(4) 由 于 z? = 二 3, 根据 s;=5 一 zx? = 二 5 一 3 二 2， 查 表 9-3 知 x? =2, 由 ss=$2 一 x2 = 二 2 
一 2 二 0， 查 表 9-2 知 zz 一 % 一 0， 即 得 甲 工厂 分 配 3 台 ， 乙 工厂 分 配 2 台 ， 丙 工厂 分 配 0 
台 时 获 利 最 大 ， 最 大 值 为 20 万 元 。 
决策 建议 对 甲 、 乙 、 丙 3 个 工厂 可 按 下 列 方案 之 一 分 配 设备 : (1，2，2) 或 (2，1， 
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2) 或 (2，2，1) 或 (3，2，0)， 利润 最 大 值 为 20 万 元 。 
案例 9-2 设备 负荷 问题 






分 析 将 4 个 季度 看 成 是 4 个 阶段 ， 人 作 是 状态 ， 于 是 可 用 
动态 规划 方法 解决 


解决 方案 ” 设 阶 段 数 k 表 示 季 度 ; 


状态 变量 w 为 第 k ee 一 1 季度 末 时 的 完好 机 


器 数量 ; 
机 器 数量 ， 于 是 si, 一 x 为 该 季度 中 分 


决策 变量 为 第 & 季度 中 分 配 高 
配 在 低 负 荷 下 生产 的 机 器 数量 ; 
这 里 ss 和 zx 均 为 连续 变量 ， 上 E 整 数值 可 以 解 ， 如 si 二 0. 6， 就 表示 一 台 
1 


机 器 在 季度 中 正常 工作 0, x Wi 
状态 转移 方程 为 je 
SI 三 QZ 十 有 三 0. 65zx 十 区 人 k=1, 2, 3, 4 
& 段 允许 决 为 Di(si) 二 (mlg 


设 wCw 第 & 季 度 的 产量 ， 六 二 ee 

故 指标 函数 为 Vi 一 viGs， zz) 

令 最 优 值 函数 六 Cs 表示 由 资源 量 sx 出 发 ， 从 第 季度 开始 到 第 4 季度 结束 时 所 生产 

的 产品 的 总 产量 最 大 值 。 因 而 有 逆 推 关系 式 

人 H4Cs—z) + frr LO. 65xt0. 95Cs—zi)]} k=1, 2, 3, 4 
fs(ss)=0 

从 第 4 季度 开始 ， 向 前 逆 推 计算 。 

当 &=4 时 ， 有 

fi(s) = max {9z4+4(5—z) 二 fs [0. 65z4++0. 95C5—z4)])} 








= max {9zi 十 4(% 一 zi) } 
OSI 


= max {5z4 二 454} 
因为 户 是 zi 的 单 增 函 数 ， 故 有 最 大 值 解 zf 二 s,， 相 应 地 有 f1(s4) 二 954。 
当 &=3 时 ， 有 
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fs(s3)= max {9zs 十 4(ss 一 Zs) 
oO<m<s 


[0. 65zs 十 0.95(ss 一 zs)]》 





一 ,max {9zs 十 4(s 一 za) 


om<s5 


二 有 性 3zs 十 12. 55s; } 


因为 fs 是 zs 的 单 增 两 数 ， 故 有 最 大 值 解 
依次 类 推 ， 可 求 得 


上 9[0. 65zxs 十 0. 95(ss 一 zs)] 》 


好 二 5%， 相 应 的 有 户 (ss) 王 14.85ss 。 


x2 二 ss， 相 应 地 f(s;) 二 18. 65s; 
zi 二 0， 相 应 地 户 (%) 一 21.72 


因 5 一 100,， 故 fi(s1) 二 2172。 











反 向 推算 , 由 51 二 100,x* = 二 0, 知 ss 二 95,，x# 二 95，ss 75, x# =61.75, $ 
40.14, xz# =40.14, s;=26.09。 愉 
决策 建议 最 优 策略 为 x 一 0，zi 一 ,zz 一 5 A 这 一 年 中 , 第 1 季度 
初 把 100 台 机 器 全 都 投入 到 低 负荷 生产 ， 其 余 季 度 应 A 机 器 全 都 投入 到 高 负荷 生 
产 ， 这 样 所 得 的 产量 最 高 ， 其 值 为 2 172。 
【该 问题 Lingo 程序 】 
model: 二 
Sets: "RS 
JD/1..4/: s, x vs E 量 、 
ZB/1..5/: 人 优 值 函数 ; 





endsets 


f(5) 一 0; 4 初始 化 最 优 值 


s(1)=100; -这 入 - ! 初始 化 状态 变 
@for(jd: x 1 ! 决策 变 
@for(jd NE s(k+1)=0. 65 
入 ! 状态 转移 方程 
@forGd(k): v(k)=9x x(k) 十 4x*(s(k) 一 x(k) 
@for(zb(k) | k#1t#5: f(k) 一 vCk) 十 fk 十 1); 
max={(1); 
end 


案例 9-3 生产 库存 问题 


1. 案例 ， 模 型。 顺序 解法 


和 区 


0.95 x (s(k)—x(k));); 


函数 


))5 
); 


! 指标 函数 表达 式 ; 
! 基本 方程 ; 
! 目标 ; 
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分 析 将 5 个 时 间 视 为 5 个 阶段 ,每 阶段 最 大 生产 能 力 m 二 6。 采 用 顺序 算法 求解 。 
解决 方案 ” 设 di 为 第 k 时 期 对 该 产品 的 需求 量 ; 


zh 为 决策 变量 ， 表 示 第 & 时 期 该 产品 的 生产 量 ( 最 大 生产 能 力 一 6); 
x 为 状态 变量 ， 表 示 第 & 时 期 结束 时 的 产品 库存 量 ， 第 期 状态 变量 最 大 取 值 为 
ee ce 
pee 
状态 转移 方程 为 5 二 st-1 十 一 dt 一 1，2， LS 
ceCzo 表 示 第 人 时 期 生产 产品 zx mat i 


2 
所 需 的 存储 费用 ; 


$4) =0. 5s 


eae ad Ah 成 本 ， 边 界 条 件 bo: 
十 


指标 值 函 数 Vi Gs FC ha(si) + fi We 1 期 到 第 & 期 各 种 状态 总 
成 本 。 De y 
呈 序 吉 推 关系 让 为 - * 


ip ate) to fy 1(81-1)} KR 一 1，2，…，5 






czkt) 一 


必 Cs) 表 示 在 第 阶段 结束 时 有 


Jo(s) 一 0 
式 中 ，D 为 允许 决策 集合 。 
第 & 阶段 状态 变量 (期 末 库 存 ) 不 超过 最 大 允许 库存 和 第 & 十 1 期 至 第 5 期 的 总 需求 的 


最 小 值 ， 即 min { > dj; .max se) a 
二 tl 


第 一 阶段 (一 1) 
最 优 值 函 数 
fi1(51)= min {a (zx) th (5) t+ folso0)}= min {a zi) th (Gs)} 
ED ED 


在 0 至 min [24dj,4) 一 min {12，4} 一 4 之 间 取 整 数值 ， 由 状态 转移 方程 :一 "十 
五 一 看 及 % 王 0， 丰 一 2 有 一 一 9 十 2， 当 有 取 0，1，2，3，4 时 ，z 取 2，3，4，5，6。 
分 别 进行 计算 如 下 : 

5 三 0 时 , x 二 2， 有 1(0) 二 3 十 2 十 0. 5X0==5; 

3 一 1 时 ，z 王 3， 记 (1) 王 3 十 3 十 0.5X1 一 6.5; 
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1 二 2 时 , zi 二 4， 有 1(2) 二 3 十 4 十 0. 5X2==8; 

















5 一 3 时 ，z 一 5， 记 (3) 一 3 十 5 十 0.5X3 一 9.5; 








1 一 4 时 ，z 一 6， 记 (4) 一 3 十 6 十 0.5X4 一 11; 
将 上 述 计算 结果 列 于 表 9- 6。 
表 9-6 最 优 值 计 算 表 (k 一 1) 











第 二 阶段 (一 2) eh 
最 优 值 函 数 f(s) = mi { Se (sz 十 3 一 zx2)} 


s 在 0 至 min {B44}= = min Ra 4 之 间 取 整数 值 ，x; 在 0~6 取 值 ， 且 满足 


状态 转移 方程 s; 二 5 十 x dz 不 1 $1 二 s2— ZX2 机 
例如 ， 对 = 一 0 计算 过 程 J 下 ， 2 
当 z:=0， 3 六 =2; zs=2, a 5 一 0; 当 z >3 时 ，s%<0 


时 ， 故 必 SN a 3; rag- = (3 二 3 储存 成 本 
计算 公式 GR 5m 期初 丰 入 计算 公式 % 一。 二 3 可 而 一个 阶段 计 入 


果 ( 表 9-6)， 指标 函数 计算 公式 Vi (st)=c (Te) th (se) tt frst1) 
Se 2 $1 Ca(x2) hails) fils1) Vs 








0 0 3 0 0 9.5 9.5 
0 1 2 4 0 8 12 
0 2 1 5 0 6.5 11.5 
0 3 0 6 0 5 11 


最 优 值 函数 f(s2) 二 min {Vi.z) 二 min {9.5, 12, 11.5, 11)=9.5 
类 似 地 对 s; 的 其 他 取 值 计算 见 表 9- 7。 
表 9-7 最 优 值 计算 表 (k 一 2) 





0 十 0 十 9.5 | 4 十 0 十 8 | 5 十 0 十 6.5 | 6 十 0 十 5 
一 9.5 王 玉 一 11.5 = 
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0 十 0. 5 十 11 |4 十 0. 5 十 9. 5| 5 十 0. 5 十 8 | 6 十 0 十 6.5 | 7 十 0. 5 十 5 


























! =14 一 13.5 =12.5 =]2.5 

2 4 十 1 十 11 | 5 十 1 十 9.5| 6 十 1 十 8 | 7 十 1 十 6.5 5 
= 一 15.5 一 15 一 14.5 

5 十 1. 5 十 11 9 十 1. 5 十 5 6 








= = 
6 十 2 十 11 


一 19 


二 15.5 
9 十 2 十 6.5 
一 17.5 














7 十 2 十 9.5 
一 20.5 


第 三 阶段 (一 3) 
在 0 至 min (3d, 一 min[7, 全 一 4 之 数值 ， 按 第 二 阶段 计算 方法 分 
别 进行 计算 有 见 表 9- 8。 










































0 十 0 十 14 |4 十 0 十 11. 上 GE 

0 站 14 | 0 
一 14 AY . | 
0 十 0. 5 十 .5 5 十 0.5 十 | 6 卡 0.5 Nd 

1 | a0 ) AN 16 |0,3 
15.5=16 18.5 | 11.5=17 | 的: 

2 |o+141 E115. 5| 5+1+14 |6+1lF11.5| 7+1+9.5 pa 
一 18. 20.5 一 20 一 18.5 一 17.5 

4 十 1.5 十 | 5 十 1.5 十 | 6 十 1.5 十 | 7 十 1.5 十 |8 十 1.5 十 9.5| | 

17.5=23 | 15.5=22 | 14=21.5 | 11.5=20 | =19 
3 5 十 2 十 17. |6 十 2 十 15.5| 7+2+14 |8 十 2 二 11.5| 9 十 ?+9.5| 20 5| 6 
一 24.5 一 23.5 一 23 一 21.5 一 20.5 
第 四 阶段 (一 4) 


对 在 0 至 min (274.4)= min {3，4} 一 3 之 间 的 值 分 别 进行 计算 见 表 9 - 9。 
表 9- 9 最 优 值 计算 表 (k 一 4) 





0 十 0 十 20. 5| 4 十 0 十 19 |5 十 0 十 17. 5| 6 十 0 十 16 | 7 十 0 十 14 
20.5 23 22.5 22 21 
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8 十 0. 5 十 
14=22.5 
8 十 1 十 16 
=25 
8 十 1. 5 十 
17. 5 一 27 








9 十 1 十 14 
一 24 
9 十 1. 5 十 16 
一 26.5 











第 五 阶段 (二 5) 
为 要 求 5 时 期 末 库 存量 为 0， 所 以 s; 二 0 计算 结果 见 才 & de 

















SF 
再 按 计算 的 顺序 反 推算 ， 时 期 的 最 优生 产 


方案 > 5, ma 一 0， ma 
案 人 2% 一 5， 2 一 0，Jd 4 一 6，25 一 0 
> 案 三 ， ZI 一 2， < ， X=6, zxs=0 
其 相应 的 最 小 成 永 为 26. 5 千 元 。 
六 建议 上 上述 方案 中 任 选 其 一 “总 成 本 26. 5 千 元 。 


2. 利用 WinQSB 求解 生产 存储 问题 
执行 :“ 程 序 /WinQSB/Dynamic Programming/New/New Problem” 弹 出 如 图 9. 2 所 










示 对 话 框 。 








9.2 ”生产 存储 问题 WinQSB 参数 对 话 框 


/| me 


选择 存储 问题 (Production and Inventory Scheduling)， 时 期 数 (Number of Periods) 
输入 5， 单 击 OK 按钮 ， 弹 出 数据 输入 窗口 (图 9. 3)。 


Period Period |Demand|Production| Storage Yariable Cost Function (P.H.B: Yariables] 
{Stage] |Identification Capacity | Capacity Sow eon Eg SP+2H+10B. 3(P-5)*2+100H) 
a | Period1 























2 6 #4 
2 Period2 3 6 #4 3 E 
3 Period3 2| 6 4 3 p+05h 
Period4 4 6 4 3 p+0.5h 
5 Period5 3 6 4 ee 











图 9.3 生产 存储 问题 WinQSB 数据 输入 窗口 
输入 各 期 需求 量 (Demand) 、 生 产能 力 (Production Capacity)、 存 储 能 力 (Storage Ca- 
pacity) 、 调 整 费用 (Production Setup Cost) 、 变 动 成 本 计算 公式 CVariable Cost Function) 
(p 十 0. 5h) 。 在 输入 计算 公式 中 p 为 产量 .h 为 平均 存储 量 .代为 期 末 存 储量 ，B 为 缺 货 
本 ，D 5 AN 
单 击 Solve 得 运行 结果 ( 见 图 9.4)， 即 5 个 时 期 依次 生产 2、 6、0、6、0， 同 Excel 求 


解 结果 的 方案 I。 
Be a py Ee Eb Me : | a | 
2 


















2 p*0.5h ¥2.00 ¥5.00 
3 Fs 3 p*0.5h ¥7.50 ¥10.50 
Period3 2 也 0 QL p*0.5h ¥0.50 ¥0.50 
Period4 人 YY 6 3 300 p+0.5h ¥7.50 ¥10.50 
Period5 9 “3 0 De p*0.5h 0 0 
3 ~ 7 14 7 呈 500 星 17.50 ¥ 26.50| 

FPN 


= = 
” “| 图 9.4 生产 存储 问题 WinGSB 求解 结果 
案例 9- 小 \ 才 包 问题 
1. 人 案例。 模型。 逆序 求解 
背包 问题 的 一 般 提 法 是 : 一 位 旅行 者 携带 背包 去 登山 ， 已 知 他 所 能 承受 的 背包 质量 最 
多 为 a 千克 。 现 有 nn 种 物品 可 供 他 选择 装 和 背包， 第 i 种 物品 的 单 件 质 量 为 a 千克 ， 其 价 
值 是 携带 量 xz 的 函数 cj(zi) (i 二 1，2，…，n)。 问 旅行 者 应 如 何 选择 携带 各 种 物品 的 件数 ， 


使 得 总 价值 最 大 ? 背包 问题 等 同 于 车 、 船 、 飞 机 等 工具 的 最 优 装载 问题 。 
设 zi 为 第 i 种 物品 装 入 的 件数 ， 则 背包 问题 可 归结 为 如 下 的 整数 规划 模型 : 


max x 一 Slotwy 
i=1 


[Dar <a 

5 >0 且 为 整数 (i = 1,2,°,n) 

下 面 用 动态 规划 建 模 求解 : 

阶段 表示 将 可 装 入 物品 按 1，2，…，n 排序 ， 每 段 装 一 种 物品 ， 共 划分 为 n 阶段 ， 


St 
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二 sum 人 人 人、 


即 有 一 1，2，…，23 

状态 变量 s 表示 在 第 k 阶段 ， 背包 中 允许 装 入 的 从 第 种 物品 到 第 种 物品 的 总 
质量 ; 

决策 变量 x 表示 装 和 人 第 k 种 物品 的 件数 ; 

状态 转移 方程 为 

允许 决策 集合 为 

Di (sn) 二 {x10 志 x 志 [sx/ar]，xr 为 整数 } 

式 中 ，[si/ar ] 表 示 不 超过 s4/as 的 最 大 整数 。 

最 优 指标 函数 fi (si) 表 示 在 背包 中 允许 装 入 的 第 种 到 第 种 物品 总 质量 不 超过 sxkg 
所 获得 的 最 大 价值 。 < 

则 可 得 到 动态 规划 的 递 推 公式 为 : 

i, max _ {ca(za)t fi(ser)} 


9Sn < Ci/ I 
furi(sn)=0 3 
利用 上 面 这 个 递 推 关 系 式 求解 出 人 Ca) 六 有 大 价值 。 
当 z 0 则 模型 为 0 硝 包 问题 。 
【 例 9. 2】 全 车 ， 用 以 装载 3 种 货物 ， 每 种 货物 的 单位 质 
可 


SN Ws 5 1 








县 和 相应 单位 价值 如 表 9=W je fi 何 装载 才 能 使 2 
7 者 9-11 a X 
货物 编号 Ye 5 1 EC 3 
单位 重量 /t 2 | 3 el NY 5 
单位 L 4 > A 5 6 











解 设 z; 表示 第 i 种 货物 装载 的 件数 ， 根 据 前 面 的 线性 规划 知识 ， 该 问题 可 表示 为 如 
下 线性 规划 模型 ; 
max zx 一 4z1 十 5zz 十 67zs 
本 人 
”zi>0 且 为 整数 (i 二 1,，2，3) 
采用 上 述 的 方法 建立 动态 规划 模型 求解 有 


[JsGse) 一 max，) {cxfin(sm)} (k=3, 2, 1) 
De a 


ed 
当 k=3 时 
Css) 一 max {6zs+fi(s)} = max oz) 
0 ja 0<n<[s/5 


式 中 ，% 王 0，1，…，10， 计算 结果 如 表 9- 12 所 示 。 
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表 9-12 k 一 3 时 计算 结果 
ss 0 工 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
Cs 0 0 0 0 0 6 6 6 6 6 12 
ZH 0 0 0 0 0 1 1 ll 1 1 2 
当 &=2 时 
户 (s) 一 ， 2 {5zz 二 fs(s3)} 一 _max ， {5z2 fs (52 —4z,)} 
式 中 ,ss 二 0，1，…，10， 计算 结果 如 表 9 13 所 示 。 
表 9-13 k= 二 2 时 计算 结果 
sa on ee sa 5 6 也 | 9 10 
ZX? 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 L 30 L 和 0 1 2 
5 十 记 0o|oljoljolol5|l6l15|16|15|16|15 2 6|1|1loll2lallo 
fails)|olololo 5 6 6 1 和 党 10 11 地 
2 全 | 汉 |' 坟 (| 沁 1 0 0 XA 2 1 0 
当 k 二 1 时 ， S 
fi(5)= 有 :GN 十 二 nax 区 {4z1 +t /2s 3x1)} 
式 中 ,5 二 10， 计算 结果 如 表 9 9 % 多 小 
* 7 表 9- 14 k 一 1 时 计算 结果 
Xl 2 1 Se 2 区 3 
xi < 412 op, > 13 12 
fi() NA 13 
此 时 ，z? 一 2， 顺 推 可 得 全 部 策略 为 
x! =2, zx? =1, x# =0, max z=13 
2. 背包 问题 的 Excel 求法 
把 3 种 物品 填充 看 成 3 个 阶段 、D 列 分 别 表示 填充 物品 1、2、3 后 背包 的 价 
值 ， EE 列 为 最 大 价值 ， 当 背包 重 =3 时 ,不 能 填充 任何 物品 ,价值 为 0， 当 n 宇 3 时 , EE 列 
为 各 种 填充 结果 最 大 值 ， 即 在 E5 单元 格 输 入 : “二 MAX(B5: D5)”"， 复制 到 E5: E12 单 
元 格 区 域 。 
第 3 阶段 : 物品 3 重 5， 价值 6， 当 背包 重 写 5 时 ， 填 充 后 的 价值 二 6 十 /(s; 一 5)， 在 
D7 单元 格 输入 “一 6 十 E2”， 并 复制 到 D8: D12 单元 格 区 域 ( 见 图 9. 5) 。 
第 2 阶段 : 物品 2 重 4， 价值 5， 当 背 4 时， 填充 后 的 背包 价值 到 5 十 /Cs 一 4)， 
在 C6 单元 格 输入 “5 十 E2”", 并 复制 到 C7: C12 单元 格 区 域 ( 见 图 9. 6) 。 
第 1 阶段 : 物品 1 重 3， 价值 4， 当 背包 重 写 3 时 ， 填 充 后 的 背包 价值 =4 十 f(s 一 3)， 
在 B5 单元 格 输入 “4 十 E2”， 并 复制 到 B6: B12 单元 格 区 域 ( 见 图 9. 7)。 
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第 9 章 “ 动 态 规划 
| 
工 | 青 包 重 物 1 | 背包 重 物 ! 物 2 物 3 最 大 价值 
2 0 0 0 
| 0 0 
0 3 0 
0 EI 5 
0 4 5 6 
5 5|6| 6 
6 5|6| 6 
本 5|6| 6 
8 10|16| 10 
9 ui| 11 
10 ull 谤 
图 9.5 第 3 阶段 图 9.6 第 2 阶段 





二 





逆 推 找 出 最 优 方案 ， 背包 重 10， 最 大 价值 13， 添 加 的 物品 2 3 一 背包 剩余 
量 7， 最 大 价值 9， 添加 物品 1， 物 品 重 ei 值 5， 添 加 物品 2。 即 
物品 1 两 件 ， 物品 2 一 件 。 

其 他 两 种 方案 1->2>1 和 2 _>1_>1， a ie 

利用 WinQSB 求解 背包 问题 见 re 


翅 小 结 


es se 要 求 ， 
1. 理解 动态 规划 的 核心 概念 ,1 让 
状态 与 状态 变量 、 RAR 策略 、 状 态 转移 a 








2. 动态 规划 的 最 优化 : Wh 

动态 规划 的 最 优化 源 理 : 作为 此 个 过 程 的 最 优 策略 有 这 样 的 性 质 ， 即 无 论 过 去 的 状态 和 决策 如 
何 ， 对 前 面 的 决策 所 访 的 状态 而 言 ， 余 下 的 放生 必须 构成 最 优 策略 。 简 而 言 之 ， 一 个 最 优 策略 的 
和 

3. 动态 规划 模型 的 建立 和 求解 

一 般 地 ， 给 一 个 实际 问题 建立 动态 规划 模型 时 ， 必 须 做 到 下 面 5 点 。 

(1) 

(2) 正确 选择 状态 变量 St:， 使 它 既 能 描述 过 程 的 演变 ， 又 能 满足 无 后 效 性 。 

(3) 确定 决策 变量 六 DCS 

(4) 正确 写 出 状态 转移 方程 即 Si 一 TS，z) 

(5) 正确 写 出 指标 函数 Vkv 的 关系 。 

这 是 建立 动态 规划 模型 的 一 般 步 又 ， 有 些 问 题 是 由 于 具体 情况 不 同 ， 不 可 能 或 没有 必要 这 样 建 
模 ， 关 键 是 要 灵活 运用 最 优化 原理 。 

动态 规划 模型 的 求解 有 两 种 方法 : 北 序 解 法 和 顺序 解法 。 

4. 动态 规划 的 应 用 

掌握 动态 规划 在 最 短路 线 问题 、 资 源 分 配 问题 、 生 产 库存 问题 、 背 包 问题 求法 。 
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动态 规划 (Dynamic Programming) 状态 变量 (State Variable) 


决策 变量 (Decision Variable) 状态 转移 方程 (State Transition Equation) 
指标 函数 (Objective Function) 最 优 值 函数 (Optimal Value Function) 


最 优化 原理 (Optimization Principle) ”逆序 法 (Hysteron 一 proteron) 
顺序 法 (Sequential Method) 


SS 知识 链接 
. WinQSB 中 的 动态 规划 模块 Dynamic Programming 可 求解 下 列 3 种 类 型 动态 规划 问题 。 





(1) 马车 驿站 (最 短路 ) 问 题 Stagecoach( Shortest RoutejProblem 
(2) 背包 问题 Knapsack Problem /已 3 
(3) 生产 存储 问题 Production and Inventory Scheduling 


2. 自 编 软 件 ExcelORM 的 动态 规划 模块 可 求解 简单 的 二 维 资源 分 配 问题 、 背 包 问题 、 
设备 更 新 间 题 和 生产 存储 问题 。 NAY 

以 上 2 种 软件 求解 动态 规划 的 操作 步骤 请 到 本 书 课程 网 站 下 载 《 实 验 指导 书 》 阅 读 。 
对 一 般 问题 ， 需 要 依据 动态 规划 基本 原理 4 建立 动态 规划 模型 ， 编 写 Lingo 程序 求解 。 


aa ws 奖 |、 
1. 已 知 各 段 路 线 的 长 度 、 如 图 9. 8 所 示 ， 试 计算 友人 A 到 B，C，D 的 最 短路 线 。 


Or Som 











图 9.8 路 线 图 


2. 某 公 司 拟 将 刚 引进 的 6 台 设 备 分 配给 所 属 的 甲 、 乙 、 丙 、 丁 4 个 子 公司 ， 各 子 公司 
获得 设备 后 的 赢利 如 表 9- 15 所 示 ， 问 如 何 分 配 这 6 台 设 备 才 使 母 公司 的 总 赢利 最 大 ? 
表 9-15 设备 赢利 表 / 千 元 








用 2 3 4 5 6 
20 42 60 75 85 90 
25 45 57 65 70 73 
18 39 61 78 90 95 
28 47 65 74 80 85 
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3. 某 工 厂 有 100 台 机 器 ， 拟 分 四 个 时 期 使 用 ， 在 每 一 时 期 有 两 种 生产 任务 。 据 经 验 ， 把 
机 器 zx 台 投 入 第 一 种 生产 任务 ， 则 在 一 个 生产 周期 中 将 有 zi/3 台 机 器 作废 ; 余下 的 机 器 全 
部 投入 第 二 种 生产 任务 ， 则 有 1/10 的 机 器 作废 。 如 果 完 成 第 一 种 生产 任务 ， 每 台 机 器 可 获 
利 10， 完 成 第 二 种 生产 任务 每 台 机 器 可 获 利 7。 问 怎样 分 配 机 器 ， 能 使 总 获 利 最 大 ? 

4. 某 造船 厂 根据 合同 ， 要 在 1 至 4 月 份 的 每 月 底 供应 货船 4，3，5，3 条 。 该 三 1 月 
初 无 存货 ， 到 4 月 末 也 不 准备 留存 。 已 知 每 批 的 生产 准备 费 为 10 万 元 ， 每 艘 变动 成 本 10 
万 元 ; 若 当月 生产 的 零件 交 运 不 出 去 ， 需 要 库存 储 ， 存储 费 为 1 万 元 /条 月 。 该 厂 每 月 的 
最 大 生产 能 力 为 5 艘 ,最 大 库存 能 力 4 艘 。 问 应 如 何 安排 生产 ,才能 使 费用 总 和 最 小 ? 

5. 用 动态 规划 解 下 列 规划 问题 : 

max z=4Zx1 十 9xs 十 2x3 
Xl 十 Xz 十 x3 二 10 V A 


St 
Ti， Xs, ZE0 

































































6. 某 人 外 出 旅游 ， 需 要 将 5 个 物品 装 入 背包 ， 但 装 人 址 区 的 物品 总 质量 不 能 超过 12 
千克 。 物 品质 量 及 其 价值 如 表 9- 16 所 示 。 问 如 何 装 准 这 些 物品 使 背包 的 总 价值 最 大 ? 
表 9-16 物品 质量 价值 表 








物 品 A B > rc, D EE 
质量 /千克 7 nN 1 3 1 

















价值 /元 9 WX 3 wo 0.5 





7. 实验 一 ”最 短路 问题 -一 MKd 

【实验 项 目 】 “ 铺 管 线路 选择 。 SN 

【实验 目的 】 二 名 悉 运用 WinQSB 的 动态 规划 模块 求解 最 短路 问题 。 

【实验 内 容 〗 、 现 有 天 然 气 站 A， 需 铺设 答 道 到 用 气 单位 G， 可 以 选择 的 设计 路 线 如 
图 9.9 所 示 ， 中 间 各 点 表示 加 压 站 ， 各 线段 上 的 数字 表示 该 段 的 铺 管 费 用 (单位 ， 万 元 )， 
试 设计 由 A 到 G 的 最 低 铺 管 费用 路 线 。 

【实验 要 求 】 

(1) 用 WinQSB 工具 求解 最 优 线路 及 路 长 。 

(2) 对 求解 结果 进行 解释 。 











图 9. 9 天然气 路 线 图 
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8. 实验 二 ”背包 问题 。 
【实验 项 目 】 动态 规划 方法 求解 背包 问题 。 
【实验 目的 】 熟悉 运用 WinQSB 及 Excel 求解 背包 问题 。 
【实验 内 容 】 有 一 辆 最 大 货运 量 为 13 吨 的 货车 ， 可 以 装载 五 种 货物 。 每 种 货物 的 单 
位 质量 及 相应 的 单位 价格 见 表 9- 17。 问 应 如 何 装载 货物 才能 使 总 的 价值 最 大 ? 
表 9-17 货物 质量 价值 表 















































货 物 1 2 3 4 可 
单位 质量 / 吨 1 3 4 5 7 
单位 价格 /元 5 20 30 40 90 

人 

【实验 要 求 】 CR 
(1) 建立 该 问题 的 WinQSB 模型 。 AN 
(2) 建立 该 问题 的 Excel 模型 。 ,AT 
(3) 对 模型 求解 ， 并 分 析 求 解 结果 。 NA 
9. 实验 三 ”生产 库存 问题 。 SNN 


【实验 项 目 】。 制 衣 计划 的 制订 。 /下 

【实验 目的 】 “熟悉 运用 WinQSB 的 动态 规划 模块 求解 生产 库存 问题 。 

【实验 内 容 】 。 某 针 织品 公司 计划 在 今后 4 个 月 内 经 营 - 种 高 级 成 胡 。 根 据 预测 该 商 
品 在 5 至 8 月 份 的 每 套 进 价 和 尽 价 见 表 9 - 18。 已 知 库存 能 方 为 600 套 ，5 月初 有 存货 200 
套 ， 并 假定 销售 是 在 月 初 进行 ; 至 8 月 末 全 部 售 完 这 这 对 这 4 个 月 的 购销 做 出 安排 ， 使 总 





\ 























利润 最 大 。 3 NS 
Am 表 9 -18 进 价 售 价 表 
月 从 和 AN [3 有 7 安 
进 价 /( 元 / 套 ) 40 38 40 42 
售 价 /( 元 / 套 ) 45 42 39 44 
【实验 要 求 】 


(1) 建立 该 问题 的 WinQSB 模型 。 
(2) 对 模型 求解 ， 并 分 析 求 解 结果 。 























知识 目标 目标 应 用 方向 
1. 理解 存储 问题 的 基本 概念 下 能 将 7 种 模型 用 于 管理 实际 ，| 制定 最 优 
建立 存储 模型 并 求 得 最 优 存 | 存储 策略 


存储 系 统 及 其 基本 要 泰 构成。 人 在 


储 系统 的 费用 构成 

2 学 握 确定 性 存储 模 退 的 计算 公 趟 人 
模型 工 :不 允许 缺 货 ， 及 时 补充 的 存储 模型 
模型 上 :不 允许 缺 货 ， 在 制品 的 存储 模型 
模型 夺 ， 允许 缺 货 ， 及 时 补充 的 存储 模型 
模型 :允许 缺 货 、 在 制品 存储 模型 
模型 V : 有 价格 折扣 的 存储 模型 

3. 理解 随机 存储 策略 的 几 种 类 型 

4. 掌握 常见 的 随机 模型 的 计算 方法 
模型 W: 需求 为 离散 型 的 模型 : 模型 WE: 需求 为 连 
续 型 的 模型 








储 策略 

2. 能 利用 Excel 对 相关 的 存储 
模型 进行 辅助 决策 ， 求 得 最 
优 存储 策略 








配 宫 入 














: i 点 成 本 
: 模型 IEOOVPP-D) 
;| 。 模型 加 上 模型 IV 





有 EOQVPAP-D)V G+ 阔 : 








国 。 导入 案例 


VI AN 
, 全 
KC 
复印 兵士 


性 


条 文才 用 品 商店 (零售 商 ) 每 年 可 锁 从 YQ 60 包 光电 复印 纸 ， 下 复印 纸 制品 厂 ( 供 货 商 ) 进 货 。 每 
订货 需 发 生 订货 费 为 100 元 ， 从 下 订单 列 沉 到 需 一 周 时 间 ， 过 售 短 需 和 河 库房 存 放 复印 纸 ， 每 月 每 包 存 
信 费 为 1 元 ; 复印 纸 购 价 为 10 元 /他 WA 和 ” 

零售 商 ， 我 们 都 是 老 热 交 了 ,能 否 便宜 点 ? SN 

供 货 商 ， 你 如 果 多 用 就 可 以 给 你 让 利 。 水- NAN》 


零售 商 ， 如 何 让 利 苑 9 


人 < 一 
供 货 商 。 你 SS 次 订货 300~600 包 ， 每 包 9.5 元; 一 次 订货 超过 600 包 ( 含 600 包 )， 每 包 9 元 。 
候 设 复印 纸 办 交 价 为 14 元 ， 平 均 毛 利 3 元 ， 如 果 缺 货 ， 年 平均 缺 货 每 包 将 产生 机 会 损失 15 元 /年 


问题 ， 


(1) 若 不 允许 缺 货 ， 且 无 价格 折扣 情况 下 零售 商 应 该 订货 多 少 次 ? 每 次 订货 多 少 ? 
(2) 若 允 许 缺 货 ， 且 无 价格 折扣 情况 下 ， 零 售 商 应 订货 多 少 次 ? 每 次 订货 多 少 ? 最 大 缺 货 量 多 少 ? 
(3) 若 不 允许 缺 货 ， 是 否 享受 折扣 ? 享受 多 少 折扣 ? 每 次 订货 量 多 少 ? 


人 们 在 生产 活动 或 日 常委 





E 活 中 往往 把 所 需要 的 物资 暂时 储存 起 来 ， 以 备 将 来 使 用 或 消 


费 。 这 种 储存 物品 的 现象 是 为 了 解决 供应 (或 生产 ) 与 需求 (或 消费 ) 之 间 的 不 协调 的 一 种 手 
段 。 这 种 库存 调节 供需 的 现象 随处 可 见 ， 如 举世 瞩目 的 三 峡 工 程 ， 在 夏季 把 雨水 积存 起 
来 ， 以 保证 冬季 枯 水 季节 有 足够 的 水 量 推动 机 器 运转 ， 同 时 调节 了 对 长 江 中 下 游 水 量 起 


到 防汛 抗旱 作用 。 


对 于 库存 问题 的 研究 称 为 存储 论 。 存 储 论 是 运筹 学 中 发 展 较 早 的 分 支 。 早 在 1915 年 ， 
哈 李 斯 (F. Harris) 针 对 银行 货币 的 储备 问题 进行 了 详细 的 研究 ， 建 立 了 一 个 确定 性 的 存储 


费用 模型 ， 并 求 得 了 最 佳 批量 公式 。1934 年 威尔逊 (R. H. Wilson) 重 
后 来 人 们 称 这 个 公式 为 经 济 订购 批量 公式 (简称 为 EOQ 公式 )。 这 是 属于 存储 论 的 早期 工 








得 出 了 这 个 公式 ， 











作 。 存 储 论 真正 作为 一 门 理论 发 展 起 来 还 是 在 20 世纪 50 年 代 的 事 。1958 年 威 汀 
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(T. M. Whitin) 发表 了 《存储 管理 的 理论 )》 一 书 ， 随 后 阿 罗 (K.J. Arrow) 等 发 表 了 《存储 
和 生产 的 数学 理论 研究 》， 毛 恩 (P. A. Moran) 在 1959 年 写 了 《存储 理论 )》。 此 后 ,存储 论 
成 为 了 运筹 学 中 的 一 个 独立 的 分 支 ， 并 陆续 对 随机 或 非 平 稳 需求 的 存储 模型 进行 了 广泛 深 
人 的 研究 。 








10. 1 基本 概念 


为 了 对 存储 问题 有 一 个 概括 性 的 了 解 ， 下 面 说 明 存储 论 中 常用 的 几 个 基本 概念 。 
10. 1.1 存储 系统 


在 导入 案 例 中 ， 供 货 商 提供 商品 ， 零 售 商 需 求 商品 ， 租 用 的 仑 库 起 到 协调 与 缓和 供需 
之 间 的 矛盾 ， 三 者 即 构成 了 一 个 具有 输入 (供应 ) 与 输出 (需求) 多 控制 系统 如 图 10. 1 
SE 


所 示 。 
, 兴 
输入 (供应 ) 二 输出 (需求 ) 
SAN 


yi es 

存储 问题 包括 的 基本 要 素 有 :AAA 

CD) 玉 率 。 指 单位 时 间 对 某 种 物品 的 需求 量 汉 BR 表示 。 对 于 一 个 存储 系统 
而 言 ， 需 求 率 是 它 的 输出 ， 在 生产 过 程 中 ， 上 道 工序 的 短 册 可 以 看 作 是 下 道 工序 的 输入 。 
震 求 率 可 能 是 均匀 连续 式 的 ,也 可 能 是 间断 咀 间 式 的 和 需求 率 可 以 是 确定 性 的 ， 也 可 以 是 
随机 性 的 。 对 于 随机 桂 需 求 ， 可 以 根据 大 量 的 统计 资料 ， 用 某 种 随机 分 布 来 加 以 撒 述 。 

(2) 补充 及 订货 批量 。 存 储 由 于 需求 而 不 断 减少 ， 必 须 加 以 补充 ， 理 则 最 终 将 无 法 汪 
足 需 求 。 补 充 就 是 存储 系统 的 输入 ， 补 充 可 以 通过 向 供 货 厂商 订购 或 者 自己 组 织 生产 来 实 
现 。 一 次 订货 中 包含 某 种 物品 的 数量 称 为 批量 ， 用 Q 表示 。 

(3) 订货 间隔 期 。 指 两 次 订货 之 间 的 时 间 间隔 ， 用 + 表示 。 

(4) 订货 提前 期 。 从 订货 到 货物 人 库 的 时 间 间隔 ， 用 表示 。 如 导入 案例 中 订货 提前 
期 为 7 天 ,车 能 在 5 月 27 日 到 货 ， 应 在 5 月 20 日 提出 订货 。 提 前 时 间 可 以 是 确定 性 的 
也 可 以 是 随机 性 的 。 

(5) 存储 (订货 ) 策 略 。 指 什么 时 间 提出 订货 以 及 订货 数量 。 


10. 1.2 存储 策略 
常见 的 存储 策略 有 以 下 几 种 。 
1. 太 循 环 策略 


人 循环 策略 也 称 为 定期 订货 法 。 指 每 隔 时 间 补 充 存储 量 为 Q， 使 库存 水 平 达到 Qu 。 
决策 思路 是 : 每 隔 一 个 固定 的 时 间 周 期 检查 库存 项 目的 储备 量 。 根 据 盘 点 结果 与 预定 的 目 
标 库存 水 平 的 差额 确定 每 次 订购 批量 。 这 里 假设 需求 为 随机 变化 的 ， 因 此 ， 每 次 盘点 时 的 
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储备 量 都 可 能 不 相等 ， 为 达到 目标 库存 水 平 Q, 而 需要 补充 的 数量 也 随 着 变化 。 这 样 ， 这 
类 系统 的 决策 变量 应 该 是 ， 检 查 时 间 周 期 :、 目 标 库存 水 平 Q, ， 如 图 10. 2 所 示 。 








安全 库存 8 








此 种 方法 检查 时 刻 和 订货 量 的 计算 ;根据 平均 需求 率 兴 测算 下 降 到 安全 库存 的 时 刻 4， 
再 减 去 货物 交纳 周期 (提前 期 )L， 即 把 4(=: 一 L) 、 人 EN 作为 检查 时 刻 ， 设 此 时 刻 存 
货 量 为 Q@，R 为 平均 需求 率 ， 在 交纳 周期 内 平均 需求 量 三 R. L， 则 订货 量 为 ， 

Q=Q QHRYL 








(s，S) 策 略 \ < 


，S) 策 略 也 称 为 定量 订货 量 





县 江 当 存储 量 zx>R 时 下 补充 ， 当 x<R 时 补充 存储 ， 补 
充 量 S 一 z 十 R， 使 库存 水 平 达 到 S。 其 中 ， * 称 光明 库 存量 ， 这 种 方法 也 称 为 定量 
订货 法 ， 如 图 10. 3 所 示 关 

日 标 只 寺 s 上 


NV 





图 10. 3 定量 订货 控制 法 
这 种 方法 要 求 随时 查看 库存 状态 ， 当 库存 量 下 降 到 订货 点 R 时 ， 即 按 预 先 确定 的 订购 














量 Q 发 出 订货 单 ， 经 交纳 周期 (或 称 提前 期 即 订货 至 到 货 间隔 时 间 )L， 库 存量 继续 下 
降 ， 到 达 安 全 库存 量 S 时， 收 到 订货 Q， 库 存 水 平 上 升 。 
在 需求 相对 均匀 时 ,订货 点 与 提前 期 L、 需 求 量 D 和 安全 库存 量 的 关系 : 
R=LXD/365+s 





全 本 于 于 到 = 人 


3. (1，s，S) 混 合 策略 


每 经 过 1 时 间 检 查 存储 量 +， 当 xz 记 R 时 不 补充 ， 当 zs<R 时 补充 存储 ， 补 充 量 为 Q 一 
S 一 + 十 R， 使 库存 水 平 达到 S。 

确定 存储 策略 时 ， 首 先 把 实际 问题 抽象 为 数学 模型 。 在 形成 模型 过 程 中 ， 对 一 些 复杂 
的 条 件 尽 量 加 以 简化 ， 只 要 模型 能 反映 问题 的 本 质 即 可 。 


10. 1. 3 存储 系统 的 费用 构成 


存储 策略 的 优 劣 如 何 衡 量 呢 ?最 直接 的 衡量 标准 是 计算 该 策略 所 耗 用 的 平均 费用 多 
少 。 一 般 来 说 ， 一 个 存储 系统 主要 包括 下 列 一 些 费用 。 

(1) 订货 费 (ordering cost) 或 准备 结束 费 。 订 货 费 是 指 为 补 席 库 存 ， 办 理 一 次 订货 所 
发 生 的 有 关 费 用 ,包括 订货 过 程 中 发 生 es es 网 络 通 信和 人 工 核对 费 、 差 旅 
费 、 货 物 检查 费 、 入 库 验收 费 等 。 对 于 生产 企 人 
夹具 安装 、 设 备 调 试 、 材 料 安排 等 费用 。 im 数 有 关 ， 而 与 订购 或 生产 的 数 
量 无 关 ， 记 每 次 的 订货 费 为 人 元 。 

(2) 存储 费 (holding cost) 。 SS 物资 的 存储 
损 三 、 陈 旧 和 跌价 损失 、 存 储 物资 的 保险 费 S\ 仓 库 建筑 物 及 设备 的 修理 折旧 费 、 保 险 费 、 
存储 物资 的 保养 费 、 库 内 搬运 费 等 ， 、 记 每 存储 单位 物资 单位 时 间 所 花费 的 费 用 为 h( 元 / 
件 ， 时 间 )。 ' My 2NN 

(3) 缺 名 货 损失 费 (shortage benalty cost) 。 它 一 一 般 是 指 币 于 存储 供 不 应 求 时 所 引起 的 损 
上 失 ， 如 失去 销售 机 会 的 损失 、 停工 待 料 的 损失 外人 和 全 面罩 和 衡量 缺 
货 损失 贵 有 两 种 方式 $ 当 缺 货 费 与 缺 人 货 数量 的 多 少 和 缺 货 时 间 的 长 短 成 正比 时 ， 一 般 以 缺 
货 一 件 为 期 一 一 年 ( 付 货 时 间 延 长 一 年 ) 造 成 的 损失 赔偿 费 来 表示 ; 另 一 种 是 缺 货 费 仅 与 缺 货 
数量 有 关 而 与 负 货 时 间 长 短 无 关 ， 这 时 以 缺 货 一 件 造 成 的 损失 赔偿 费 来 表示 。 记 单位 物资 
缺 货 单位 时 间 的 损失 费 为 s( 元 / 件 * 时间 )。 
由 于 缺 货 损 失 费 涉及 丧失 信誉 带 来 的 损失 ,所 以 它 比 存储 费 、 订 货 费 更 难以 准确 确 
定 ， 对 不 同 的 部 门 、 不 同 的 物资 ， 缺 货 损失 费 的 确定 有 不 同 的 标准 ， 要 根据 具体 要 求 分 析 
计算 ， 将 缺 货 造成 的 损失 数量 化 。 
以 上 项 目 是 存在 问题 中 的 主要 费用 项 目 ， 依 所 分 析 的 实际 问题 的 不 同 ， 所 考虑 的 费用 
项 目 也 有 所 不 同 。 

在 一 个 存储 问题 中 主要 考虑 : 供应 (需求 ) 量 的 多 少 ,简称 量 的 问题 ， 何 时 供应 ( 需 
求 )， 简称 期 的 问题 。 按 期 与 量 这 两 个 参数 的 确定 性 或 随机 性 ， 将 存储 模型 分 为 确定 性 存 
储 模型 与 随机 性 存储 模型 两 大 类 。 
































10.2 确定 性 存储 模型 


10. 2.1 模型 | : 不 允许 缺 货 ， 即时 补充 的 EOQ 模型 

1. 假设 前 提 

不 允许 缺 货 ， 即 时 补充 的 模型 也 称 为 基本 EOQ 模型 ， 其 假设 前 提 如 下 。 

(1) 不 允许 缺 货 (或 缺 货 费 用 无 穷 大 ) 。 

(2) 当 存 储 下 降 到 零 时 ， 立 即 开始 补充 ( 当 备 货 时 间 很 短 时 ， 可 近似 看 作为 零 ) 。 

(3) 需求 是 连续 的 、 均 匀 的 ,需求 率 为 R， 则 时 间 T 的 需求 量 为 也 一 RT。 

(4) 每 次 订货 量 不 变 ， 订 货 费 用 不 变 ， 采购 价格 不 变 。 CAN 

(5) 单位 存储 费 为 常数 。 [> 

2. 经 济 订货 量 A<\ 

人 一 

基于 上 述 假设 ， 存 储量 变动 如 图 10. 4 所 示人 因 存 储 下 降 为 零 时 可 立即 得 到 补充 ， 因 
此 不 存在 缺 货 损失 ， 因 采购 价格 不 变 ， 总 需求 量 不 变 ， 总 采购 成 本 不 变 。 因 此 与 订货 量 有 
关 的 总 成 本 只 包括 订货 成 本 与 存储 成 本 :人 从 

设 Q 为 每 次 订货 基 ，^ 为 每 次 订货 费 ' 7 为 单位 存货 年 存储 费 ，D 为 全 年 需求 量 。 


订货 成 本 一 单位 订货 成 本 兴 订 贷 次 数 ， 即 ，TOC = 站 








1 


储存 成 本 一 单位 存储 成 本 文平 均 存货 量 ， 即 ;7EC= /9 








总 成 本 见 式 10x13 一 条 
人 5 
NO Ml Da) 
‘ TC=TOC+TCC=k @+th 式 10.1 





由 式 10. 1 可 见 ， 订 货 成 本 与 订货 量 成 反比 例 变化 ， 储 存 成 本 与 订货 量 成 正比 例 变化 。 
TC 的 最 小 值 点 Q* 为 经 济 订货 量 ， 相 应 的 总 成 本 TC 为 最 小 总 成 本 (如 图 10. 5 所 示 )。 











了 








图 10.5 模型 [储存 成 本 与 订购 成 本 的 折 中 





10.4， 订 货 次 数 如 式 10. 5。 





10 000，& 一 100，A 一 12; 


经 济 订货 量 Q: DN RN 

最 小 总 成 本 =V2khD= TR 10 000~4 899 

订货 间隔 其 i 8( 年 ) 二 365X0.040 8z15( 天 ) 
订货 次 数 ee 5， 向 上 取 整 25 次 。 


3. 教 感性 分 析 ES x 
多 分 本 洒 二 常用 弹性 表示 
车 /一 i 下 )， 则 有 : 5 


例如 ， 六 作对 单位 存储 费 记 的 敏感 性 为 ; 


nm _h dEO0Q_ hh 1 -say=—1 
Es EO0Q oh i V2kDh 2) 2 


此 问题 可 借助 Excel 模拟 运算 表 来 进行 。 在 例 10. 1 中 求 有 从 一 4% 到 4% 变动 时 ， 
EOQ 的 变化 曲线 的 操作 方法 如 下 : 

(1) 在 B4 单元 格 输入 EOQ 的 计算 公式 。 

(2) 在 C 列 输入 增 减 比率 , 在 A5: A13 输入 hh 按 增 减 比 率 后 的 值 。 

(3) 选择 A4: B13 单元 格 区 域 ， 从 菜单 中 选择 “数据 /模拟 运算 表 /” 光 标 置 于 “输入 
引用 列 的 单元 格 ” 右 端的 文本 框 ， 选 择 B4 单元 格 ， 单 击 确定 ， 生 成 计算 数据 。 

(4) 选择 A5: B13 单元 格 区 域 ， 从 菜单 中 选择 “插入 /图 表 / 散 点 图 /选择 无 数据 点 平 
滑 线 散 点 图 ”"， 分 别 选中 横 轴 和 纵 轴 ， 调 整 刻度 大 小 ， 即 得 如 图 10. 6 所 示 图 表 。 


【 例 10.1】 在 导入 案例 中 ， 对 问题 (1) 属 于 此 种 类 型 。 蕉 则 D= 












































> 运筹 学 (第 2 版 ) 
A B E DT E 了 加 
D 10000 
k 100 416 
kh 12 414 
EoQ =S9RT (2#B2x#B1/B3) 412 | 
=l2x (14C5) = 表 (, 83) ET 
=l2x (14C6) = 表 (, B83) -0.03 
=12x(14C7) ”= 表 (B83) -0.02| 408 上 
=12#* (1+C8) ”= 表 (B3) -0.01| 406 上 
=12*(1+C9) ”|= 表 (83) 0 404 上 
=l2* (ltC10) |= 表 (83) 0.01 | 4oz 上 
=l2x (14C11) = 表 (.83) 0.02 | 4oo 
Sie, ES ee 11.50 11.70 11.90 12.10 12.30 12.50 














图 10.6 定量 订货 控制 法 


10 2. 2 模型 1| 不 允许 缺 货 ， 生产 需 一 定时 间 的 EOQ 模 型 “< 


本 模型 除 生产 需 一 定时 间 外 ， 其 余 条 件 同 模型 。 入 

设 生产 批量 为 Q， 所 需 时 间 为 二， 生产 速度 为 | 到 ; 则 Q= Ph， 以 年 为 时 间 单 位 
T=1)s 

若 需 求 速度 为 RCR 二 DP)， 则 生产 的 产品 -部 分 满足 需求， 剩余 部 分 才 是 存储 。 若 
生产 间隔 期 为 :， 则 在 时 间 内 以 P 一 及 的 速度 增加 库存 ， 到 和 时 刻 ， 达 到 最 大 库存 量 M 
三 (P 一 D)4; 在 随后 的 4 二 t 一 4 时 间 内 以 DD 的 速度 减少 库存 (如 图 10.7 所 示 )。 


调 认 8》 





时 间 ” 





图 10.7 存储 量变 动 图 









































a ts 让 1/,_D 
平均 存货 一 却 M 一 却 (P 一 D) z(1 F)Q 

a 
年 存储 费 TCC= 忆 4 (1 FB)Q 
年 装配 费 TOC=4 品 
年 总 成 本 TC= TOC+TCC £8 +51 BP)a. 令 业 9 0, 得 

1/2 
经 济 订货 量 。。 Q' 一 MiG oa) 式 10.6 











最 大 储存 量 M: GD EOQ (号 2) 式 10.7 

















， 每 个 底盘 生产 成 本 
进行 ; 每 次 生产 前 要 发 生 
存 费 用 按 生产 成 本 的 20% 


为 10 000 元; 总装 车 间 每 年 需要 10 000 个 底盘 ， 故 生产 
设备 调整 准备 费 1 000 元 ;生产 ee 
收取 。 试 确定 最 优生 产 批量 ， Sg 

解 已 知 P=25 000,，D=10 000, 


bp =10 000X20% 二 2 000， 则 有 ， 
三 zt 二 
Q Vi 而 Vs RN 5 0007~129 个 


【 例 10.2】 某 汽 车 制造 公司 底盘 车 间 每 年 可 生产 25 cn 1 

















._D_10000、 
ln NS ,六 | 
答 : 每 年 组 织 78 po 129 个， ma 

午 缺 货 ， 即时 补充 


10. 2.3 模型 咱 A _ 

模型 I | 在 不 允许 缺 货 的 情况 下 导出 的 ， 在 许多 实际 情况 中 ,需求 不 能 按时 
得 到 满足 ， 并 且 会 发 生 缺 货 。 发 生 缺 货 会 导致 额外 的 费用 (由 业务 损失 、 进 行 特 殊 订 购 的 
费用 、 未 来 信誉 的 损失 等 所 引起 ) 。 本 节 将 对 10. 2. 1 小 节 进 行 修改 ， 以 允许 发 生 缺 货 的 可 
能 性 。 在 缺 货 情 况 下 ， 有 两 种 情况 可 能 发 生 : 一 是 允许 延迟 交 货 ,但 要 发 生 特殊 订购 及 信 
誉 损失 所 引起 的 成 本 ;二 是 不 允许 延迟 交 货 ， 此 时 不 仅 受 到 信誉 损失 ， 而 且 损 失 了 机 会 
收益 。 

假设 条 件 : 在 缺 货 时 ， 人 允许 延迟 交 货 ， 其 余 条 件 同 模型 工 。 

设 Q 表示 每 次 订货 量 ，A 表示 每 次 订货 成 本 ; M 表示 最 大 库存 量 ,h 表示 年 单位 储存 
成 本 ; S 表示 最 大 缺 货 量 ，* 表示 年 单位 缺 货 成 本 ; R=D/T 表示 需求 率 ( 由 于 时 间 单 位 为 
年 ，T=1， 故 R=D); 上 表示 订货 间隔 期 。 

每 次 订货 量 为 Q， 补足 缺 货 S 后 ,剩余 部 分 M 二 Q 一 S 为 最 大 库存 。 库 存 状 态 如 
图 10. 8 所 示 。 





图 10.8 存储 量变 动 图 
因为 斜率 D=M/4 二 Q/t==S/(t 一 n), 所 以 nM/D,， t=Q/D,， t=S/D 

















【 例 10.3】 ”在 导 人 案例 中 ,问题 (2) 属 于 此 种 类 型 。 
解 已 知 &=100, h=12,，s==15,，D==10 000 





























三 RED /IID WCEF 1S dg 
hs 12X15 

._ /TD /200XIO O00XI5. 

MM Via 12X012+15) ~304 


S'=Q’—M'* 一 548 一 304 一 244 
年 订货 次 数 =D/Q-* 一 10 000/548 二 18. 25， 向 上 取 整 ， 订 货 18 次 。 
答 : 应 订货 18 次 ， 每 次 订货 548 包 ， 最 大 库存 量 304， 最 大 缺 货 量 244。 


10.2. 4 模型 NV : 人 允许 缺 货 ， 生产 需 一 定时 间 的 EOQ 模型 
假设 条 件 : 在 缺 货 时 ， 人 允许 延迟 交 货 ， 其 余 条 件 同 模型 工 。 


仍 以 P 卫 表示 生产 速度 , & 表示 每 次 装配 费 ; R(R 二 P) 表 示 需 求 率 (时 间 单 位 为 年 ， 
T=1, R=D/T==D); h 表示 年 单位 储存 成 本 ; M 表示 最 大 存储 量 ，S 表示 最 大 缺 货 量 ， 
Y 表示 年 单位 缺 货 成 本 。 取 [0, 局 为 一 个 周期 ， 其 存储 量变 化 如 图 10. 9 所 示 。 





图 10. 9 存储 量变 动 图 -CK 
[0, 右 ) 时 间 内 存储 为 零 ，B 表示 最 大 缺 货 量 。 、: 

[a， tz] 时 间 内 除 满足 需求 外 ， 补 足 [0，:z Se. 

(te, t3] 时 间 内 满足 需求 后 的 产品 进入 储量 以 (P 一 D) 的 速度 增加 。 
3 时 刻 存储 量 达 到 最 大 值 M， 停止 
(4s， 业 时 间 内 存储 量 以 需求 
由 10. 2.3 可 知 ， Rs 


0) 

由 10.2.2 可 rt 值 丙 数 : 
Ne QV 2 =E0Q (£5) 

M: =/ E0Q ( 态 2)" 













将 其 综合 ， 有 允许 缺 货 在 制品 EOQ 模型 最 优 值 函数 : 





式 10. 19 和 式 10. 20 可 通过 解析 方法 加 以 证 明 ， 此 处 从 略 。 
【 例 10. 4】 在 例 10. 2 中 若 其 他 条 件 不 变 ， 在 允许 缺 货 时 ， 单 位 缺 货 成 本 为 1 000 元 
时 ， 试 确定 最 优生 产 批量 ， 最 大 缺 货 为 多 少 ? 
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肩 -aa 


解 已 知 P=25 000 件 ，D=10 000 件 , &==1 000 元 /次 , 1 一 10 000X20%==2 000 元 / 件 
i 有 十 ， BN 
Q =EoQ (和 (se) 











PD 


3X1 000X10000/2000+1000\"*/ 25000 _\' 
N 2 000 (0 ) (som0—00) 2 下 作 











WEOQ (二) (与 ?) | 


SG 








/2X1 000X10 000 1 000 Ww2 /25 000 一 10 000\® 
2 000 (5 000 十 1 05) ( 25 000 ) *45' 件 


2hkD(P—D) 2X2 000X1 000x 10 000(25 000 一 10 000) 














SO 二 JE 1000X(2 000T1000)X25000 人 89 件 
答 : 每 批 生产 224 件 ， 最 大 缺 货 量 89 件 。 
10. 2.5 模型 1 ~ V 的 WinQSB 求解 忆 
WinQSB 求解 存储 问题 的 模块 名 为 Invento k AS and System， 其 第 1 个 选项 即 
为 求解 模型 工 一 玉 的 程序 。 以 例 10. 4 为 例 ， 如 下 : 


(1) 从 开始 菜单 选择 “ 程序 /WinQSBAT 傈 sn Theory and System/File New Prob- 


， 弹 出 类 型 选项 对 话 框 (图 10. SN 





图 10. 10 ”WinQSB 存储 类 型 选项 对 话 框 


(2) 选 择 第 1 个 选项 Deterministic Demand Economic Order Quantity (EOQ) Prob- 


lem, 单 








击 OK 按钮 ， 生 成 EOQ 模型 数据 编辑 窗口 ， 并 输入 数据 ( 见 图 10. 11)。 其 中 “4/ 





250” 中 的 “4” 表 示 拖 后 时 间 ,“250” 表 示 全 年 工作 日 数 。 











需求 量 /年 > 









拖 后 时 间 / 年 工作 日 数 > 
无 折扣 采购 单价 > 
折扣 点 数 了 > 

订货 量 Q> 














10. 11 ”WinQSB 经 济 批量 模型 输入 编辑 窗口 
(3) 从 菜单 选择 Sove and Analyze/Solve the problem， 得 结果 (图 10. 12) 。 








| 1 一 EOQ 
Order (setup] cost -000. imum ii | 一 最 大 存储 量 
Unit holding cost per year 至 2.000.00 i 1 89.4427| 关 | 一 最 大 缺 货 量 
Unit shortage cost nt in | 一 订货 周期 
per year ¥1.000.00 | | 一 再 订货 点 
|Unit shortage cost Sa 
independent of time or ot doring cost 时 44.721.36| | 一 订货 成 本 
Replenishment/production tal holding cost 时 14.907.12| 一 储存 成 本 
rate per year Ne shortage cost 至 29.814.24| | -一 缺 货 成 本 
Lead time in year 00 村 Sy Subtotal of above 89.442.73| 一 以 上 3 项 
Unit acquisition cost 入 
WS 一 采购 成 本 
T 
_ Rr < 
YY ol .442.， 一 总 成 本 








图 10.12 Te 


运行 结 Et 

(4) 敏感 

目前 单位 储存 成 本 为 2 000， 若 考虑 从 1 900 至 2 100， 按 步 长 50 变动 的 敏感 性 分 析 ， 
则 执行 菜单 命令 ;Results/Parametric Analysis， 设 置 对 话 框 ( 图 10. 13) ， 单 击 OK 按钮 得 
分 析 结 果 ( 图 10. 14) 。 


Parametric Analysis 











图 10. 13 敏感 性 分 析 对 话 框 
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Unit holding | Economic | Grand | Total Total Total 
cost per year| Order |Related Cost | Total Cost | Setup Cost |Holding Cost| Shortage 
1900 225.5597 ¥88.668.31 时 88.668.31 畦 有 4.334.15 时 15.287.64 ¥¥29.046.52 
1950 224.5603 ¥89.062.91 ¥89.062.91 ¥44.531.46 15.095.41 ¥29.436.05 
2000 223.6068 89.44273 £89.442.73 ¥44.721.36 YF14.907.12 ¥ 29.814.24 
89.808.54 E89.808.54 44.904.27 14.722.71 ¥ 30.181.56 
至 90.161.15 


























90.161.15 用 45.080.57 14.542.12 30.538.45 


图 10. 14 敏感 性 分 析 结 果 


10.2.6 模型 V : 价格 有 折扣 的 存储 模型 


以 上 模型 所 讨论 的 货物 单价 是 常量 ， 得 出 的 存储 策略 都 与 货物 单价 无 关 。 在 现实 中 企 
业 为 了 促销 ， 一 般 都 采取 数量 折扣 优惠 策略 ， 购 买 数量 越 多 ， 商 师 单价 越 低 。 如 在 导入 案 
例 中 “一 次 订货 300 一 600 包 ， 每 包 9.5 元 ; 一 次 订货 超过 608- 包 ( 含 600 包 )， 每 包 9 
元 ”。 可 用 如 下 分 段 函数 表示 : AN 

人 o<Q<300]} 
p(Q)=49.5, 300&Q600 
9, .G6000 
式 中 折扣 点 为 300 和 600。 绘 制 成 图 形 如 图 10. 15 所 示 。 

人 SN 








图 10. 15 价格 折扣 策略 

价格 有 折扣 模型 经 济 批量 的 计算 方法 是 先 计 算 无 价格 折扣 的 经 济 批量 ， 再 与 各 折扣 点 
的 批量 比较 成 本 大 小 ， 最 小 者 即 为 所 求 有 折扣 的 经 济 批量 。 

订货 与 储存 成 本 为 : 

不 考虑 折扣 情况 下 的 经 济 批量 : 


EOQ: /2 /100 10.000w408 ( 包 ) 
订货 与 储存 成 本 为 : 
TC= V2khD= V2X100X12X10 000 一 2 449. 5 元 
该 订货 量 的 购 价 为 9. 5 折 ， 购 货 成 本 为 10 000X9. 5 一 95 000 元 ， 总 成 本 一 97 448. 5 元 。 
与 9 折 折 扣 点 (600 包 ) 进行 成 本 比较 。 


tt L0000 
订货 成 本 600 




















X100x~1 667 元 


储存 成 本 一 9 X12=z3 600 元 


购 货 成 本 二 10 000X9 二 90 000 元 
总 成 本 为 二 95 267 元 
可 见 9 折 折 扣 点 总 成 本 低 于 经 济 订货 量 总 成 本 ,选择 9 折 优 惠 ， 订 货 量 600 包 。 


10. 3 ”随机 性 存储 模型 


上 述 各 类 模型 都 假定 各 时 期 的 需求 量 是 确定 的 ， 但 实际 问题 中 ,需求 量 往往 不 是 一 个 
确定 的 值 。 在 存储 模型 中 ， 需求、 补充 、 交 纳 间 隔 期 (提前 期 ) 若 存在 随机 变量 ， 则 称 为 随 
机 性 存储 模型 。 为 简化 计算 ， 仅 考虑 需求 为 随机 变量 的 情形 。 求 为 离散 型 随机 变量 
时 ， 所 建立 的 模型 称 为 离散 型 随机 存储 模型 ， 当 需求 为 连 量 时 ， 所 建立 的 模型 
称 为 连续 型 随机 存储 模型 。 


10.3 1 模型 Vi; ssemnemma 人 





缺 货 损失 视 为 存储 问题 中 的 单位 缺 货 费用 ， 再 加 上 每 次 订货 费用 ， 则 模型 为 “允许 缺 
货 、 及 时 补充 的 存储 模型 ”。 在 电子 商务 飞速 发 展 的 今天 ， 网 上 订货 成 本 可 近似 为 0， 而 价 
格 折扣 则 是 企业 普遍 采用 的 促销 手段 。 因 此 总 成 本 可 描述 为 以 下 3 项 

总 成 本 二 存储 成 本 十 缺 货 成 本 十 采购 成 本 

对 订货 量 g， 需 求 量 ~， 单位 缺 货 成 本 >， 单位 存货 成 本 刀 ， 单 位 采购 成 本 &， 需 求 的 
概率 分 布 PCd)。 


当 4<g 时 ， 因 积压 而 产生 损失 h》) (g 一 d)P(d) 。 
d=0 
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当 4>g 时 ， 央 缺 货 产生 缺 货 损失 :Da PP) . 
采购 成 本 为 kg 


由 于 d 是 整数 ，g 只 能 取 离散 值 ,假设 Q 是 最 佳 的 ， 则 其 成 本 应 是 最 低 的 ， 即 ; 
OCACQ+HD; @C(Q) 过 CC(Q 一 1 


@ 式 可 写成 : 
nD QDP ad) ts YD (4d—WPd) + 论 
所 4GH 





QH ee 
和/22(Q+1 DPD ts Dd Q Se 1) 
Qt2 
Q Q 
因为 Si(Q+1 dP(d) hl 2 Q DP(d) +hd) Pd) 
d=0 d=0 


sD dQ DP) =， J ll od QP —s 5 Pa) 
d=Q+2 d=QH 
所 以 d)—s > PC 

d= 


Q Q 
六 >) PCd) +s a Dy i HA 过 0 
d=0 —_ -0 1 
* 恬 
AD 

EE 


Q 四 
简化 得 : 忆 PCO > 污 























生生 


二 者 综合 有 : 
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【 例 10. 5〗 茶 商 店 出 售 A 商品 ,单位 成 本 70 元 ， 售 价 100 元 。 若 不 能 售 出 ， 必 须 
减 价 为 60 元 ， 减 价 后 一 定 可 以 售 出 。 已 知 需 求 量 4 服从 泊 松 分 布 : 


本 -为 平均 出 售 数 ) 


根据 以 往 的 经 验 ， 平 均 出 售 数 为 8。 问 商店 应 订货 多 少 单位 A 商品 ? 
解 ” 本 题 未 考虑 采购 成 本 ， 即 二 0。 若 缺 货 ,每 件 将 发 生 缺 货 损 失 100 一 70 二 30 元 ; 
若 不 能 正常 售 出 ， 降 价 出 售 将 产生 70 一 60 元 的 损失 ， 即 * 王 30，/ 一 10。 
ED 30 


s+h 30 十 10 





Pd) 一 人 








一 0.75 


利用 Excel 统计 函数 : 
POISSON(x, mean, cumulative) 论 
可 求 得 累积 分 布 ， 式 中 z 为 事件 数 ; mean WA tive 为 逻辑 值 ， 取 1 为 


累积 分 布 ， 取 0 为 概率 值 。 操 作 如 下 : 
在 B2 单元 格 中 输入 “一 poisson(B1，8， pA cz: L2， 如 图 10. 16 
所 示 。 YN- 













A B T E ry ng le 本 
a 0 Ee 站 上 6 9 10 
ZEP Cd) 0.000335 0.003019 0.013754 0. RSN 0. 191238 0.313374 0. 452961 0. 592547| 0. 716824 0.815888 


图 116 病 aisson 本 下 计算 泊 检 家 分 布 
由 图 可 见 ， ?和 厂 介 于 了 9 和 0 的 加 人 用 ， 履 由 式 10 区 得 QI 
10.3.2 模型 Vl: aa 


当 和 需求 为 连续 曹 随机 变量 ， 其 概率 密度 洛 p(L)， 则 
当 <q 时 ， 因 独自 而 产生 的 期 望 损失 为 


h | =Dp ar 
当 " 全 4 时， 因 缺 货 产 生 的 期 望 损失 为 
:| (r—Dp ln) dr 



































采购 成 本 为 kg 
总 期 望 成 本 ， 





ELC(O] =4] (a—nDp drts| 一 Dooodr 十 和 式 10.24 








假设 Q@ 是 经 济 订购 批量 ,可 由 求 导数 的 方法 找到 期 望 成 本 最 小 点 ， 即 : 
令 熙 ELC(@] Era A Ppadrts| QpoDdr+MQ]=0 
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即 n] par—s| part =0 





Q Q Q co 
a parts| pdr—s| prdr—s| popdr+e=o 
o 0 0 Q 


渍 站 而 par—ste =0 
于 是 得 连续 型 随机 需求 最 佳 订货 量 的 隐 函 数 表达 式 : 





案例 10-2 NK 





分 析 ”该 问题 是 一 个 需求 为 正 态 分 布 的 ， 设 g 为 房间 预订 数 ,7 为 房间 需求 数 。 其 费 
用 项 目 组 成 如 下 : 

(1) 房间 预订 费 50Q， 即 & 一 50。 

(2) 当 r<g 时， 空房 间 损失 费 并 不 需要 额外 支付 ，h 二 0。 

(2) 当 盖 时 ， 邻 近 宾 馆 租 用 和 不 便 费 用 90(r 一 g)， 即 ;二 90。 








解决 方案 由 公式 19p(r)dr 一 于 和 一 多 二 到 一 寺 ， 青 利用 Excel 正 态 分 布 反 丽 数 


Norminv(4/9，5 000，2 000) 求 得 Q=4 720. 58。 
决策 建议 预订 4721 个 房间 。 
该 问题 也 可 归纳 为 报 童 问题 ， 用 WinQSB 求解 。 
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> SD x 


本 章 介绍 了 存储 问题 的 基本 概念 、 单 品种 确定 性 存储 模型 的 5 种 类 型 和 随机 性 存储 模型 的 两 种 类 
型 。 主 要 内 容 如 下 : 

1. 存储 模型 的 基本 概念 

(1) 存储 系统 ， 由 输入 (补充 ) 、 存 储 、 和 输出 (需求 ) 构 成 ， 要 素 有 需求 与 需求 率 、 补 充 与 经 济 批量 、 
交纳 间隔 期 、 存 储 策略 。 

(2) 存储 策略 : 定期 订货 、 定 量 订货 及 两 方法 的 结合 。 

(3) 费 用 构成 : 订货 费 、 存 储 费 、 缺 货 费 、 采 购 费 。 

2. 确定 性 存储 模型 

CD “不 克 许 缺 货 、 及 时 种 充 ”为 最 基本 类 型 ， 也 称 为 “基本 EOQ 横 型 "， 经 济 批量 为 EOQ。 

(2) EOQ 和 来 以 VPJtP 一 D》， 得 到 模型 有; EOQ 乘 以 VOTIDJ CC 福 到 模型 咱 ; EOQ 乘 以 
VPJ(P 二 =D) VGTIDAS 得 到 模型 N; EOQ te 

, 六 











3， 随 机 性 存储 模型 2 
无 论 离散 型 还 是 连续 型 ， 均 计算 Q 点 的 累积 概率 分 雁 值 ， 再 利用 反 轴 数 求 得 Q。 


< EE 
2 ,RY 
站 三 ” 关 健 术语 SA 
> ” 
存储 系统 (Storage System) NS》 需求 (Demandi] 、 
补充 (Supplement) ww Y ‘Xx 
和 EE \» Ps 

经 济 订购 批量 (Econamic Order Quantity, EO 

提前 期 (Leadtine)_ 在 伴 成 本 (Tolding CosD 

订货 成 本 tOrderiiig Cost) ; 缺 货 成 本 (Shortage Costs) 

采购 成 本 CPurchase Cost) 不 允许 缺 货 (Without Absent Goods) 

允许 缺 货 (Absent Goods) 定量 订货 法 (Quantitative Order Method) 


定期 订货 法 (Periodic Order Method) 
敏感 性 分 析 法 (Sensitivity Analysis Method) 


1 全、 知识 链接 

有 关 多 品种 随机 存储 模型 可 阅读 ， 甘 应 爱 等 主编 . 运筹 学 . 北京 : 清华 大 学 出 版 社 ， 
2005 年 . 第 3 版 . 第 344 一 377;， 存储 模型 求解 的 Excel 操作 请 阅读 自 编 软 件 ExcelORM 
帮助 文件 。 


de 


1. 简 答 下 列 问题 。 
(1) 存储 系统 由 哪些 要 素 构成 ? 
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DD 





(2) 存储 策略 有 哪 几 种 ?各 在 什么 情况 下 应 用 ? 

(3) 若 己 表示 生产 能 力 ，D 表示 需求 量 ，* 表示 单位 缺 货 成 本 ，h 表示 单位 存储 成 本 ， 
则 模型 一 模型 玉 的 经 济 订货 批量 计算 公式 有 何 联系 ? 

2. 某 产品 备件 的 需求 量 为 10 000 件 ， 单价 100 元 ， 每 次 订货 费 2 000 元 ,每 件 年 存储 
成 本 按 购 价 的 20%。 在 不 允许 缺 货 和 交纳 间隔 期 为 0 的 条 件 下 ， 求 该 种 备件 的 经 济 订购 批 
量 和 总 费用 (包括 订货 费 、 存 货 费 与 采购 费 ) 。 

3. 某 服 装 厂 根据 市 场 预 测 ， 在 冬季 可 销售 羽绒 服 10 000 件 。 现 距 入 冬 尚 有 200 天 时 
间 ， 要 求 在 这 200 天 时 间 内 均衡 生产 。 已 知 每 件 所 需 原材料 费 48 元 ， 在 这 200 天 原材料 
存储 成 本 按 价格 的 20% 收 取 ， 每 次 订货 费 250 元 ， 如 果 缺 货 ， 则 影响 生产 而 使 每 件 损失 
100 元 ， 求 原材料 的 经 济 订购 批量 。 和 

4. 某 工厂 生产 并 出 售 农 机 配件 ， np 0 个 ， 每 月 生产 能 力 为 

AR 















































3 000 个 ， 每 次 生产 设备 调整 费 为 500 元 ， 零 件 存储 费 0.15 隐 /月 ， 要 求 ， 

0) 在 不 允许 缺 货 的 条 件 下 求 经 济 批量 。 CO 

(2) 车 允 许 缺 货 ， 单 位 缺 货 损失 费 为 2 元 ，: gD? 

5. 某 电器 厂 年 需 革 种 元 件 5 000 个 ， Ar 500 元 ， 每 个 元 件 年 存储 费 10 元 ， 
不 允许 缺 货 。 若 采购 数量 在 500 个 L PS ， 价 格 为 100 元 ; 采购 量 在 500 一 1 000 个 
( 含 500 个 ) 按 9 折 优惠 ;采购 量 在 .DQ00 个 及 以 上 按 8 折 优 惠 ， 要 求 : 

CD 在 不 考虑 价格 折扣 时 a 党 沾 
(2) 是 否 享受 价格 折扣 ? 这 委 价 格 折 扣 的 订购 草 罗 少 ? 
6. 基 三 对 原材料 月 需求 的 概率 分 布 如 表 NI 





I 人 表 10- 泊 昌 和 的 要 分 布 
需求 量 7 20 30 40 50 60 
概率 分 布 P(d) 0.1 0:2 0.3 0.3 0.1 


若 不 发 生 订货 费 ， 储 存 成 本 200 元 / 吨 ， 月 ， 缺 货 成 本 600 元 / 吨 ， 月 ， 采 购 单 价 400 
元 / 吨 ， 要求 : 

(1) 计算 经 济 订购 批量 。 

(2) 假设 需求 概率 服从 均值 1 一 30 的 泊 松 分 布 ， 经 济 订购 批量 为 多 少 ? 


注 ， 泊 松 分 布 概率 为 PC 一 气候 ，(r 一 0，1，2，…) 


(3) 如 果 需 求 服从 w 一 30，c=5 的 正 态 概 率 分 布 ， 每 次 订购 批量 又 应 为 多 少 ? 
7. 案例 一 ”阅读 案例 10 - 3， 并 为 Joe 提供 决策 建议 。 








8. 案例 二 “阅读 案例 10 - 4， 并 帮助 Chocochip Xoo ie 店 进行 决策 。 





9. 实验 一 
【实验 目的 】 掌 握 WinQSB 求解 确定 性 存储 问题 的 操作 方法 

【实验 内 容 】 利 用 WinQSB 求解 第 4 题 。 

【实验 要 求 】(1) 求 解 订购 批量 ;(2) 对 存储 费 为 17、18、19 进行 敏感 性 分 析 。 
10. 实验 二 

【实验 目的 】 掌 握 WinQSB 求解 随机 性 存储 问题 的 方法 。 

【实验 内 容 】 利 用 WinQSB 求解 案例 二 的 存储 问题 。 

【实验 要 求 】 分 别 计算 需求 为 离散 分 布 、 正 态 分布 、 泊 松 分 布下 的 制作 数量 。 
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本 注 目标 应 用 方向 


1 理解 下 列 基本 概念 。 、 IL; 能 涛 实 际 向 题 ， 由 顾客 到 达 及 服 | 合理 组 织 
排队 系统 的 构成 、 特 征 、 芬 类 、 主 要 性 能 指标 、| 务 时 间 的 经 验 分 布 利 用 Excel 操 | 人 力 、 物 
性 能 指标 间 的 关系 5，》 作 ， 拟 合成 相应 的 分 布 力 、 财 力 


知识 目标 ， 





x 








. 掌握 以 下 种 单 服务 名 排 从 系统 主要 性 能 指标 2. 能 根据 Kendall 分 类 标记 将 实际 | 的 排队 问 
的 计算 公式 NMVMV/1/ce/c=e，MV/M/I/N/ce; | 问题 建立 相应 的 排队 模型 题 指 标 测 
M/MV/1/ccy/m 3. 至 少 掌握 一 种 软件 (Excel 或 Win- | 定 与 优化 


3, 掌握 以 下 三 种 多 服务 台 排 队 系统 主要 性 能 指标 QSB 求解 排队 问题 
的 计算 公式 : M/M/C/eo/oo; M/M/C/N/; 
M/MV/C/cey/m 

4. 了 解 M/G/1、M/D/1 的 主要 指标 计算 公式 
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基本 概念 
系统 、 特 征 、 分 类 、 2 输入 输出 








[Kendatl 标志 ;输入 /输出 /服务 台数 /队长 /顾客 源 一 








单 服务 台 排队 系统 
MIM/1/co/ce: MIM/IN/®; MIM/l/co/m 


生死 过 程 : 多 服务 台 排队 系统 ;。 系统 运行 指标 
(方法 论 ) | MIM/sce/ce: MIM/MN/ce; M/M/s/ce/m j Ls.Lq,Ws,Wq 


其 他 排队 系统 





M/G/1; MD/L ~» ! 
人 NS Ve 
模型 的 仿 旧 ) | 


YY 
国 。 导入 案例 NS 
Vv i 
洲 主任 医师 招聘 问题 以 
革 三 甲 医院 肝 甩 内 科 有 湛 任 医师 1 名， 由 于 他 的 二 并 的 吉 者 大 增 。 报 据 一 个 月 的 统计 
平均 每 到达 医院 的 就 着 6 名 并 对 各 时 间 自 统计 5_ 织 所 会 仿 度 检验 符合 油 松 分 布 ， 该 医生 每 可 诊疗 4 
名 ， 但 息 者 病情 不 同 ,你 布 也 不 是 均匀 的 ， 对 途 位 息 常 就 诊 时 间 的 统计 ， 经 回归 ， 符 合 指数 分 布 。 
医院 配备 有 渍 信息 系统 ， 及 时 观察 到 百科 号 排队 等 候 的 患者 数量 。 当 排队 等 候 人 数 少 于 5 人 
时 ， 挂 号 系统 可 以 推 号。 当前 来 就 诊 的 患者 挂 上 号 若 医生 空 闸 则 可 直接 就 诊 ， 否 则 排队 等 候 。 医 生 采 取 
先 到 先 服务 的 规则 。 若 前 来 就 诊 的 患者 挂 不 上 号 ， 则 立即 到 邻近 的 一 家 医院 就 诊 。 
经 统计 ， 经 该 主任 医师 诊疗 的 患者 ， 其 诊疗 费 、 检 验 费 、 医 药 费 等 医院 可 获 纯 收 入 100 元 ; 主任 医 
师 可 高 薪 聘 请 ， 其 薪金 及 住房 和 各 种 福利 年 均 25 万 元 ， 医 院 实行 每 周 5 天 工作 制 ， 年 工作 日 250 天 ， 平 
均 每 天 支付 1 000 元 的 成 本 。 当 医生 过 少 ， 由 于 患者 得 不 到 服务 离 去 而 产生 的 损失 增加 当 医生 过 多 ， 
由 于 医生 空闲 时 间 的 增加 也 使 医院 的 成 本 增加 。 问 : 医院 应 招聘 多 少 名 肝胆 内 科 主任 医师 可 使 得 赢利 
最 大 ? 
此 类 排队 现象 在 日 常生 活 中 经 常 遇 到 ， 如 客户 到 银行 排队 办 理 存 贷 款 业 务 ， 出 纳 员 为 
客户 提供 服务 ;汽车 到 加 油 站 排队 ， 加 注 系统 为 汽车 提供 加 油 服务 ; 超市 顾客 到 收银 台 前 
排队 ， 收 款 员 为 顾客 提供 交 款 服务 ; 旅客 到 公交 车 站 排队 ， 公 交 车 为 旅客 提供 位 移 服务 。 
排队 论 的 基本 思想 是 1910 年 丹麦 电话 工程 师 A。 开 ' 埃 尔 朗 在 解决 自动 电话 设计 问题 时 
开始 形成 的 ， 当 时 称 为 话 务 理论 。 他 在 热力 学 统计 平衡 理论 的 启发 下 ， 成 功 地 建立 了 电话 统 
计 平 衡 模 型 ， 并 由 此 得 到 一 组 递 推 状态 方程 ， 从 而 导出 著名 的 埃 尔 朗 电话 损失 率 公式 。 
自 20 世纪 初 以 来 ， 电话 系统 的 设计 一 直 在 应 用 这 个 公式 。20 世纪 30 年 代 苏 联 数学 家 
A。， 区 欣 钦 把 处 于 统计 平衡 的 电话 呼叫 流 称 为 最 简单 流 。 瑞 典 数学 家 巴尔 姆 又 引入 有 限 
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后 效 流 等 概念 和 定义 。 他 们 用 数学 方法 深入 地 分 析 了 电话 呼叫 的 本 征 特性 ， 美 国 数学 家 费 
勒 (W. Feller) 关 于 生 灭 过 程 的 研究 促进 了 排队 论 的 研究 。20 世纪 50 年 代 初 ， 英 国 数学 家 
DG 肯 德 尔 提出 嵌入 马尔 可 夫 链 理论 ， 以 及 对 排队 队 型 的 分 类 方法 ， 为 排队 论 黄 定 了 
理论 基础 。 在 这 以 后 ，L， 塔 卡 奇 等 人 又 将 组 合 方法 引进 排队 论 ， 使 它 更 能 适应 各 种 类 型 
的 排队 问题 。20 世纪 70 年 代 以 来 ， 人们 开始 研究 排队 网 络 和 复杂 排队 问题 的 渐 近 解 等 ， 
成 为 研究 现代 排队 论 的 新 趋势 。 











11.1 基本 概念 


11.1.1 排队 系统 的 一 般 表 示 


以 上 所 例 举 的 排队 系统 ， 无 论 是 到 医院 就 诊 的 患者 、 到 银行 尔 理 业务 的 客户 、 到 加 油 
站 加 油 的 汽车 、 超 市 准备 交 款 的 顾客 、 准备 乘 公交 车 的 旅客 统称 为 顾客 源 ; 医生 、 出 纳 
员 、 加 注 系 统 、 收 款 员 、 公 交 车 统称 为 服务 机 构 。 排 队 系 统 的 一 般 模型 是 ， 顾 客 从 顾客 源 
出 发 到 达 服 务 机 构 前 排队 等 候 接受 服务 ， 服务 完成 后 离 并 其 构成 如 图 11. 1 所 示 。 
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国 11.1 排队 系统 构成 广 


可 见 一 个 提 队 系 统 者 外 括 从 一 定时 间 内 顾客 平 声 到 环 多 少 ， 按 什么 规律 到 来 (输入 过 
程 ); 进入 系统 的 顾客 按 什么 规则 排队 (排队 规则 >; 服务 机 构 设置 多 少 服务 设施 ;排列 形 
式 ; 服务 时 间 服从 什 和 分布， 下 


11.1.2 排队 双关 的 二 个 特征 


如 前 所 述 ， 排 队 系统 由 三 个 基本 组 成 部 分 : 输入 过 程 、 排 队 规则 、 服 务 机 构 。 下 面 分 
别 阐述 其 基本 特征 。 


1. 输入 过 程 





2 








输入 是 指 顾 客 到 达 服 务 系统 的 情况 。 可 能 有 下 列 情况 ,但 并 不 相互 排斥 : 

(1) 按 顾客 源 总 数 划分 为 有 限 和 无 限 两 大 类 。 如 工厂 需要 检修 的 机 器 是 有 限 的 ， 准 备 
进 京 观光 旅游 的 游客 是 无 限 的 。 

(2) 按 顾客 到 达 的 人 数 可 以 划分 为 单个 到 达 和 成 批 到 达 。 如 到 超市 购买 商品 的 顾客 是 
单个 的 ， 到 港 国际 航班 等 待 安检 的 旅客 是 成 批 的 。 

(3) 按 顾客 到 达 时 间 间 隔 是 否 固定 可 以 划分 为 确定 型 和 随机 型 。 如 定期 运行 的 班车 、 
班轮 、 班 机 是 确定 的 ， 到 加 油 站 加 油 的 汽车 是 随机 的 。 对 随机 的 顾客 到 达 需 要 知道 单位 时 
间 到 达 的 顾客 数 或 时 间 间 隔 的 概率 分 布 。 

(4) 按 接受 过 服务 的 顾客 对 顾客 到 达 数 是 否 有 影响 ， 划 分 为 相互 独立 到 达 和 非 相 互 独 
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ER = 人 人 


立 到 达 。 如 提供 优质 服务 的 餐饮 业 所 产生 了 大 量 “ 回 头 客 ”， 就 属于 非 相 互 独立 到 达 。 我 
们 只 讨论 独立 到 达 情 况 。 

(5) 按 顾客 相继 到 达 间 隔 时 间 的 分 布 及 其 数字 特征 是 否 与 时 间 有 关 可 分 为 平稳 与 非 平 
稳 的 。 相 继 到 达 的 间隔 时 间 分 布 及 其 数学 期 望 、 方 差 等 数字 特征 都 与 时 间 无 关 ， 称 为 平稳 
的 ,否则 是 非 平稳 的 。 一 般 非 平稳 情况 的 数学 处 理 很 困难 ,我 们 只 讨论 平稳 状况 。 























2. 排队 规则 


排队 规则 指 到 达 排 队 系 统 的 顾客 按 怎样 的 规则 排队 等 待 。 

(1) 按 顾客 到 达 排队 系统 时 发 现 服务 设施 已 被 占用 是 否 离 去 可 分 为 损失 制 、 等 待 制 和 
混合 制 3 种 。 当 顾客 到 达 时 ， 所 有 的 服务 台 均 被 占用 ， 顾 客 随即 离 去 ， 称 为 损失 制 (或 称 
即时 制 、 消 失 制 )， 当 顾客 到 达 时 ， 所 有 的 服务 台 均 被 上 用， 顾客 就 排队 等 待 ， 直 到 接受 
完 服 务 才 离 去 ， 称 为 等 待 抽 ， Ot ee A 
和 等 待 制 之 间 的 是 混合 制 。 RY 
对 于 等 待 制 ， 有 下 列 服 务 规则 ， 先 到 先 服务 > 完 抽 后 最 务 、 带 优先 服务 权 、 随 机 服 
务 等 。 

先 到 先 服务 (FCFS) : oa ay 

先 到 后 服务 (LCFS) ， SB 如 仓库 中 后 到 的 
物资 放 在 最 外 面 先 被 领取 。 
带 优先 服务 权 (PR ) ， 人 
高 的 顾客 服务 ， 如 火车 站 的 售票 窗口 、 对 外 开放 的 部 了 医院 通常 实行 “现役 军人 优先 "。 

随机 服务 (SIRO) ， 到 达 服 务 系统 的 顾客 不 形成 认 伍 ， 当 服务 设施 有 空 时 ， 随 机 选取 
一 名 服务 ， 对 每 一 名 等 待 的 顾客 来 说 ， 被 选取 的 妆 率 相等 。 如 在 每 天 生产 的 10 000 个 产 
品 中 随机 抽取 00 市 进行 检验 ， 每 个 产品 条 匠 到 的 概率 均 为 19。 

在 后 面 研究 的 问题 中 均 假设 采取 FCFS 服务 规则 。 

(2) 按 队列 长 度 是 否 有 限 ， 可 分 为 队长 有 限 和 队长 无 限 两 种 情况 。 在 限度 以 内 就 排队 
等 待 ， 超 过 一 定 限度 就 离 去 。 

(3) 按 排队 方式 分 为 单列 、 多 列 。 如 在 医院 集中 预约 服务 系统 排队 的 队伍 就 属于 单 

;在 火车 站 售票 大 厅 多 个 售票 窗口 排队 购 票 的 队伍 就 属于 多 列 。 对 于 多 列 排队 的 顾客 有 
ee 有 的 则 不 能 (用 栏杆 等 隔 开 ) ;有 的 排队 顾客 因 等 候 时 间 过 长 而 离开 ， 有 
的 则 不 能 (如 在 高 速 公路 行驶 的 汽车 必须 坚持 到 高 速 出 口 )。 我 们 所 讨论 的 问题 限制 在 队列 
间 不 能 相互 转移 ， 中 途 不 能 退出 的 情形 . 


3. 服务 机 构 


从 机 构 形 式 和 工作 情况 来 看 有 以 下 几 种 : 

(1) 服务 机 构 可 以 没有 服务 员 ， 也 可 以 有 一 个 或 多 个 服务 员 ( 服 务 台 、 窗 口 )。 如 超市 
的 货架 可 以 没有 服务 员 ， 但 交 款 时 可 能 有 多 个 服务 员 。 

(2) 多 个 服务 台 的 情况 中 ， 可 以 是 平行 排列 的 (并 联 )， 也 可 以 是 前 后 排列 的 (串联 )， 
也 可 以 是 混合 的 ， 如 图 11. 2 所 示 。 
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图 11.2 队列 结构 类 型 


图 11. 2(a) 为 单 队 单 服务 台 系统 ， 如 乘客 排队 等 公交 车 * 公 交 车 到 乘客 接受 位 移 服务 
离 去 ; 图 11. 2(b) 为 多 队 多 服务 台 并 联 排队 系统 ， 如 患者 在 医院 的 内 科 、 外 科 、 神 经 科 门 
前 排队 ， 接 受 服务 后 离 去 ;图 11. 2(c) 为 单 队 多 服务 台 并 联 排队 系统 ， 如 汽车 到 加 油 站 排 
队 ， 多 个 加 注 机 器 ， 加 油 后 离 去 ; 图 11. 2(d) 为 多 服务 台 串 联 排队 系统 ， 如 流水 线 上 等 待 
加 工 的 产品 ， 加 工 完毕 后 作为 商品 离开 生产 线 汶 图 11. 2(e) 为 多 服务 台 混合 系统 ， 如 到 医 
院 排队 挂号 一 到 相关 科 分 诊 一 排队 划 价 交 款 -> 分 别 做 超声 造影 和 取 药 。 

(3) 服务 方式 可 以 对 单个 顾客 进行 ， 也 可 成 批 进行 。 我 们 只 讨论 单个 服务 情况 。 

(4) 服务 时 间 可 分 为 确定 型 的 和 随机 型 的 。 如 旅客 列车 对 乘客 的 服务 是 按 列车 时 刻 表 
进行 位 移 服 务 的 ， 是 确定 型 的 全 因 患 者 病情 不 同 ， 医生 诊断 的 时 间 不 是 确定 的 ， 是 随机 
型 的 。 一 RN 
(5) 服务 时 间 的 分 布 总 假定 是 平稳 的 汪 即 分 布 的 期 望 值 、 方 差 等 参数 不 受 时 间 的 























11.1.3 排队 系统 模型 的 分 类 


根据 排队 系统 的 特征 ， 肯 德尔 (Kendall) 于 1953 年 提出 了 排队 服务 系统 的 分 类 记号 : 
输入 /输出 /并 联 的 服务 站 数 





1971 年 国际 排队 符号 标准 会 上 肯 德 尔 将 上 述 分 类 记号 扩充 到 6 项 ， 记 为 ， 
输入 /输出 /并 联 的 服务 站 数 /系统 容量 (队长 )/ 系 统 状 态 (顾客 源 数 )/ 服 务 规则 





其 代表 符号 如 表 11 - 1 所 示 。 
表 11-1 分 类 标记 符号 的 意义 








符号 含义 
M 泊 松 (Poisson) 输 入 
输入 (顾客 到 达 分 布 ) D 定 长 输入 (确定 型 输入 Deterministic) 
GI 一 般 相互 独立 (General independent) 的 时 间 间 隔 分 布 











0 au 人 





符号 含义 
M 指数 分 布 (negative exponential) 
输出 (服务 时 间 分 布 ) E. 上 阶 埃 尔 朗 分 布 (Erlang distribution) 
G - 般 (General) 服 务 时 间 分 布 





FCFS | 先 到 先 服务 

LCFS | 后 到 先 服务 
PR 带 优先 服务 权 

SIRO “| 随机 服务 


服务 规则 








如 “M/M/1/o2/co/FCFS” 表 示 泊 松 分 布 到 达 、 指 数 分 布 服务 、、 单 服务 台 、 队 长 无 限 、 
顾客 源 无 限 、 先 到 先 服务 。 以 下 讨论 问题 均 为 FC SA 政和 将 第 6 项 符号 略 去 。 
11.1.4 排队 系统 的 主要 性 能 指标 本 


a 


求解 排队 问题 的 目的 ， 是 本 完 排 队 系 统 运行 的 交加 估计 服务 质量 ， 确 定 系统 参数 的 
最 优 值 ， 以 决定 系统 结构 是 否 合理 、 研究 设计 改过 漠 施 等 因此 必须 确定 用 以 判断 系统 运 


行 优 劣 的 基本 数量 指标 。 (A N 
NS A 
.常用 指标 RY ‘> px 
(1) 队长 (L,) 和 排队 长 (5 de 议长 指 系统 内 顾客 数 ， 蝗 括 正 在 接受 服务 的 顾客 与 排队 
等 待 民 务 的 顾客 数 (排队 长 ) 即 ， \ 以 一 


系统 中 的 顾客 数 一 排队 等 候 服务 的 和 正在 接受 服务 的 顾客 数 
(2) 逗留 时 间 (W2 和 等 待 时 间 (W,)3 至 留 时 间 指 顾客 在 排队 服务 系统 中 从 进入 到 服 
务 完毕 离 去 的 平均 逗留 时 间 ， 等 待 时 间 指 顾客 排队 等 待 服务 的 平均 等 待 时 间 。 这 对 顾客 来 
讲 是 最 关心 的 ， 每 个 顾客 希望 逗留 时 间或 等 待 时 间 越 短 越 好 。 

(3) 服务 机 构 工 作 强 度 : 指 服务 机 构 累 计 的 工作 时 间 占 全 部 时 间 的 比例 ， 是 衡量 服务 
机 构 利用 效率 的 指标 ， 即 : 


服务 机 构 __ 用 于 服务 顾客 的 时 间 _ | 服务 设施 总 的 空闲 时 间 
工作 强度 “服务 设施 总 的 服务 时 间 ” ”服务 设施 总 的 服务 时 间 





加 


















































2. 指标 间 的 关系 


上 述 指标 实际 上 反映 了 排队 服务 系统 工作 状态 的 几 个 侧面 ， 它 们 之 间 是 互 为 联系 可 以 
互相 转换 的 。 

设 : 4 表示 单位 时 间 内 顾客 的 平均 到 达 数 ， 则 1/4 表示 相 邻 两 个 顾客 到 达 的 平均 间隔 
时 间 ; 

表示 单位 时 间 内 被 服务 完毕 离 去 的 平均 顾客 数 ， 则 1/y 表示 对 每 个 顾客 的 平均 服务 
时 间 ; 

5 表示 服务 系统 中 并 联 的 服务 台数 ; 
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书 , (表示 在 时 刻 t 系统 中 恰好 及 个 顾客 的 概率 。 
则 有 下 列 关系 : 


式 11.1 和 式 11. 2 由 利 特 尔 (J. D.C. Little) 给 出 了 严格 证 明 ， 故 也 称 为 Little 公式 。 
将 其 代入 式 11. 3 得 : 


因此 ， 只 要 知道 P,， 即 可 求 得 LN 一 W,，W,。P, 的 值 当 n= 二 0 时 即 为 P,;， 当 :一 
1 时 即 为 服务 系统 工作 强度 。 可 见 、 站 解 排 问 是 的 关键. 而 时 刻 4 系统 中 恰好 及 
个 顾客 的 概率 已， 与 顾客 到 过 愉 服务 率 关系 密切 ， x 久 


11.1.5 排队 系统 的 输入 出 Ne 人 


关系 统 的 儿 六 和 输 上 是 和 和 到 达 下 和 县 时 间 这， 它们 的 分 布 一 般 都 是 非 负 的 随 
机 变量 。 最 党 锡 的 是 泊 松 分 布 、 指数 分 布 和 埃 尔 朗 分 布 。 然 而 在 研究 具体 问题 时 ， 究 竟 是 
服从 哪 种 分 布 呢 ? 通常 抽取 到 达 时 间 间 隔 和 服务 时 间 样本 ， 统 计 其 分 布 (经 验 分 布 )， 并 按 
照 统计 学 的 方法 进行 检验 (如 闪 检验 )， 以 确定 服从 哪 种 理论 分 布 。 为 此 ,我们 先 介绍 常 
用 的 泊 松 分 布 、 指 数 分 布 和 埃 尔 朗 分 布 ， 之 后 介绍 经 验 分 布 检验 的 Excel 操作 。 


1. 最 简单 流 ( 泊 松 流 ) 


在 排队 论 中 常常 用 到 最 简单 流 的 概念 。 所 谓 最 简单 流 ， 是 指 在 1 这 段 时 间 内 有 上 个 顾 
客 来 到 服务 系统 的 概率 服从 泊 松 (Poisson) 分 布 ， 故 也 称 为 泊 松 流 。 即 : 


松 分 布 曲线 如 图 11. 3 所 示 。 
























图 11.3 ”Poisson 分 布 曲线 


那么 在 什么 条 件 下 顾客 到 达 是 最 简单 流 呢 ? 它 需 要 满足 以 下 3 个 

(1) 平稳 性 。 指 在 一 定时 间 间 隔 内 ， 来 到 服务 系统 有 A 概率 公 与 这 段 时 间 间 
隔 的 长 短 有 关 ， 而 与 这 段 时 间 的 起 始 时 刻 无 关 。 

(2) 无 后 效 性 。 指 在 不 相交 的 时 间 区 间 内 到 Cai 或 者 说 在 区 间 
[a,， a 十 t] 来 到 上 个 顾客 的 概率 与 时 间 a 顾客 无 关 。 

(3) 普通 性 。 指 在 足够 小 的 时 间 区 间 内 个 顾客 到 达 ， 不 可 能 有 两 个 以 上 顾客 


同时 到 达 。 
最 简单 流 的 一 些 性 质 ， 人 
CD 参数 代表 单位 时 间 内 到 这 的 平均 数 2 
证 Te 1, He 5 











AI 

六 AT) De 人 i 

(2) 在 让 内 没有 顾客 到 1—AAt+o( At), 
证 由 式 ET 一 e 六， 将 右 端 展开 为 麦 


克 劳 林 级 数 有 : 





2 a 3 
-AN A+ M14... 


当 At>0 时 ， 从 第 3 项 开始 为 At 的 高 阶 无 穷 小 ， 故 结论 得 证 。 

(3) 在 [t,t 十 At] 内 恰好 有 1 个 顾客 到 达 的 概率 为 AAt 十 o(A1)。 

证 式 11.7 可 知 在 At 内 恰好 有 1 个 顾客 到 达 的 概率 为 PC(AD) 一 esAAL,， 将 e 六 的 
麦克 劳 林 级 数 代 和 人， 结论 得 证 。 


指数 分 布 的 服务 时 间 








已 


DD 


指数 分 布 概 率 密度 曲线 如 图 11. 4 所 示 。 
FUD 30 
25 涉 




















图 11.4 指数 分 布 曲 线 。 ， 1 


指数 分 布 具 有 下 列 主要 性 质 : CA 

(1) 不 管 对 某 一 个 顾客 的 服务 已 进行 了 多 久 ， Rei 
先 一 样 的 指数 分 布 ( 称 为 无 记忆 性 或 马尔 柯 夫 性 )。 

证 ， 设 刚刚 服务 完 fe 计 > 有 : P {T>t+s | T>s}, 根 
据 条 件 概率 公式 有 : 





P (iuor P {T>t+s} 























Pp {Totts | To8} Rs) 到 Ts) 
X 
Re 让 1 一 [1 ] 2 
KP (TS ”过 Tr) SS Cg 


于 是 结论 得 证 。 和 

(2) 当 输入 为 消 松 流 时 od, 是 指数 分 布 。 
证 WD 达 的 概 
率 ， 即 ， 

1—P,(1)=1—e™* 

结合 式 11. 10， 结 论 得 证 。 

因此 ， 相 继 到 达 的 间隔 时 间 是 独立 的 且 为 相同 的 指数 分 布 ， 与 输入 过 程 为 泊 松 流 是 等 
价 的。 所 以 肯 得 尔 (KendalbD) 记 号 中 都 用 M 表示 。 

(3) 当 服务 设施 对 顾客 的 服从 时 间 1 为 参数 w 的 指数 分 布 时 ， 与 泊 松 流 类 似 也 有 ， 

在 [5，: 十 Ai] 内 没有 顾客 离 去 的 概率 为 1 一 wAi 十 oCAD; 

在 [t,t 十 At] 内 恰 有 一 个 顾客 离 去 的 概率 是 yAt 十 o(At); 

当 如 果 At 足够 小 , 在 [t,t 十 A1] 内 有 多 于 两 个 以 上 顾客 离 去 的 概率 为 0( A1)。 

(4) 数学 期 望 1 表示 对 每 个 顾客 的 平均 服务 时 间 ， 为 平均 服务 率 ， 即 单位 时 间 完 
成 服务 的 顾客 数 。 

(5) 车 十 独立 的 指数 分 布 的 最 小 值 是 指数 分 布 。 

证 设 区，T;，…,T, 分 别 表示 参数 为 J ，ps，…，jo 的 独立 的 随机 变量 ，U 是 这 
些 随机 变量 的 最 小 值 ， 即 UU 二 min (Ti ，T,,，…，T,)， 对 任意 :=0， 有 

P {Ut} =P (Tit, Tt, »%, TS>t} =P {Tt} P {Tet} PP 《过 全 
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= Ent eminem — edn 


即 世 是 参数 为/ 二 > ye 的 指数 分 布 。 


这 一 性 质 说 明 : 第 一 ， 如 果 来 到 服务 机 构 的 有 n 类 不 同类 型 的 顾客 ,第 i 类 顾客 来 到 服 
务 站 的 间隔 时 间 具 有 参数 ys 的 指数 分 布 ， 则 作为 总 体 来 讲 ， 到 达 服 务 机 构 的 顾客 的 间隔 时 间 
仍 为 指数 分 布 ; 第 二 ， 如 果 一 个 服务 机 构 中 有 个 服务 设施 ,各 服务 设施 对 顾客 的 服务 时 间 
为 具有 相同 参数 ,的 指数 分 布 ， 于 是 整个 服务 机 构 的 输出 就 是 一 个 具有 参数 sy 的 指数 分 布 。 
这 样 对 具有 多 个 并 联 服 务 站 的 服务 机 构 就 可 以 同 具 有 单个 服务 站 的 服务 机 构 一 样 处 理 。 


3.& 阶 埃 尔 朗 (Erlang) 分 布 





个 相互 独立 A k 区 人 En 分 布 。 
和 阶 Erlang 分 布 的 概率 密度 为 : 





LRCRUD Re 


DS Oe 1 < 式 11.11 
数学 期 望 和 方差 为 : E(TD=1 Ry 
ARS 


Erlang 分 布 的 密度 密度 机 数 曲 线 如 图 I 5 所 示 。 











图 11.5 Erlang 分 布 曲线 


Erlang 分 布 族 提供 了 更 为 广泛 的 模型 类 ， 比 指数 分 布 有 更 大 的 适应 性 。 当 4 一 1 时 ， 
Erlang 分 布 即 为 指数 分 布 ， 当 上 增 大 时 ，Erlang 分 布 的 图 形 逐 渐变 为 对 称 ， 当 k 三 30 时 
Erlang 分 布 近似 于 正 态 分 布 ， 当 A-~== 时 ，Erlang 分 布 化 为 确定 型 分 布 。 


4. 经 验 分 布 








经 验 分 布 函 数 ， 设 (Xi ，X* ，…，Xxv) 是 来 自 总 体 X 的 简单 随机 样本 . 对 于 任意 z(z 
ER)， 以 v(x) 表示 事件 {Xx) 在 nn 次 简单 随机 抽样 (独立 重复 观测 ) 中 出 现 的 次 数 ， 
即 样本 的 个 观测 值 了 X;，Xs.，…。X 中 不 大 于 xz 的 观测 值 的 个 数 ， 则 称 


已 一 衬 S (一 -<zr<co) 为 总 体 X 的 经 验 分 布 函 数 . 对 于 给 定 的 zx， 经 验 分 布 函 数 是 
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随机 变量 ， 对 于 给 定 的 样本 值 ， 经 验 分 布 函数 具有 随机 变量 的 分 布 函数 的 一 切 性 质 。 
以 1979 年 大 连 港 到 港 500 吨 以 上 非 定 期 航班 货船 为 例 0( 见 图 11. 6) 说 明 整 理 方法 ( 整 
理 过 程 见 图 11. 7) 。 





























a | 
1 月 2 月 3 月 4 月 ， 5 月 ， 6 月 7 月 | 8 月 9 月 10 月 11 月 112 月 

I 日 | 8 3 2 | 

| 2 日 10 3 尖 | 请 | -二 | 本 | | 1 | 
| 3 日 4 5 1 Wk | I | i 
4 日 1 2 FP 1 | 

5 0 4 | i | | ll 

6 目 1 了 -| | | 

7 日 4 4 4 7 sl 2 ol 4 4 4 

3 日 4 3 3 4 4 5 7 6 4 2 

9 目 “了 3 3 3 3 3 
10 昌 0 4 3 3 4 3 3l 3 1| 2 
li 3 3 a 1 al 3 Vl gira 
12 日 | 2 2 7 3 引 4 6 ALSs| 1 
13 日 ， 4 4 5 4 3| 3 of- 4K A 7 
14 晶 0 EE 4 3 引 ol ol7W<5IV4 5 
15 目 | 2 3 3 引 7 XA S| sl 1 

| 166 2 2 3| 3 4 xA Il al of 4 
17 上 日 5 引 5| imal 6 2 6 
18 日 4 2 计 ago 4 3 1 7 
19 日 “2 3 6| Wa 6 引 引 of 3 
20 日 1 NY [一 
2 日 | 1 2 2 2 4 1i of 6 3 
22 日 3 3 入 3 3 6 4 7 6 1 
23 日 “6 3 VN 6] Sl Al 6 Sl 3| 3 
24 日 2 zkyaks| 3 引 引 4 1 él 5 4 
25 目 | 3 本 本 和] 有 本 
26 日 “4 Qi 2 3 3 Joel sl 1 3 

27 上 日 4 N74 4 6 4 Sy 1| 2[ 9 
25 日 -六 3| 3| 4 2| a C0| 了 2| 3 
BEl -WR| 4 6 4 1| wa | | I BME] 
230m” 3f “| 1| 4| 4| 4 a S| al tL 
32 31 正 NT 3 as 3 4 








< 人 一 图 11.6 大 连 港 190i 征 到 洪 非 定期 航班 货船 数 





























NY 
DT | R S 

平均 值 =AyERAGE (B2:W32) 最 大 值 :WAX (B2: N32) 

标准 差 =STDEY (B2:N32) P 值 =CHITEST (Q5:R15, S5:T15) 
到 港 船 数 到 港 船 数 频率 泊 松 分 布 
0 0 12 =365+P0ISSON (5,$P$1,0) =AVERAGE ($Q5:$R5) =AVERAGE (895:$R5) 
1 1 43 PDTSSON [P6,，$P$1, 0) =AVERAGE ($96:$RB) 。 =AVERAGE [896 :中 RB) 
2 2 63 =385XPOISSON (PT, $P$1,0) =AVERAGE ($QT:$RT) =AVERAGE (gg7:$RT) 
3 3 T3 =385xPOISSON (PB, $P$1,0) =AVERAGE (898:$RB) =AVERAGE ($98:$R8) 
4 4 T1 #POISSON (FP9, $P$1,0) =AVERAGE ($99:$R9) =AVERAGE ($99:$R9) 
5 5 49 ‘=385XPOISSON (P10, $F$1,0) =AVERAGE ($910:$R10) =AVERAGE ($Q10:$R10) 
8 8 28 ‘=385xPOISSON (P11, $FP$1,0) =AVERAGE ($Q11:$R11) =AYERAGE ($Q11:$R11) 
了 了 19 *POISSON (P12, $FP$1, 0) =AVERAGE ($Q12:$R12) =AVERAGE ($qQ12:$R12) 
8 8 4 =385*POISSON (P13, $P$1, 0) =AVERAGE ($913:$R13) =AVERAGE ($913:$R13) 
9 9 站 =365kF0TSSON (P14, $P$1, 0) =AVERAGE ($Q14: $R14) =AVERAGE ($914:$R14) 
10 10 1 =385*FPOTSSON (P15, $P$1, 0) =AVERAGE ($915: $R15) =AVERAGF ($915-$R15) 











图 11.7 数据 整理 过 程 公式 审核 模式 


@ 数据 来 源 : 甘 应 爱 等 主编 . 运筹 学 . 北京 : 清华 大 学 出 版 社 ，2005 第 3 版 ， 第 309 页 
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(1) 在 Pl、P2、R1 为 平均 值 、 标 准 差 和 最 大 值 。 

(2) 由 于 最 大 值 为 10, 在 05: O15 单元 格 区 域 输入 到 港 船只 数 可 能 状态 0 一 10。 

(3) 频数 统计 : 执行 菜单 命令 :“ 工 具 /数据 分 析 / 直方 图 ”"， 设 置 直 方 图 对 话 框 (图 11. 8)。 
( 注 : 若 “ 数 据 分 析 ” 在 工具 菜单 未 出 现 ， 需 在 “加 载 安 ” 中 勾 选 “分 析 工 具 库 ”) 






























































图 11.8 站 六 对 话 杠 
输入 区 域 为 记录 的 数据 区 域 ， 即 图 4 市 的 数据 区 域 B2: M32。 
接收 区 域 为 频数 分 布 区 问 点 的 网 红 ` 即 图 11. 7 中 Ods 015 区 域 ， 由 于 O4 单元 格 为 
区 间 点 名 称 ， 故 勾 选 “标志 尖 选 项 ;一 
勾 选 “输出 区 域 ” 单 选 拉 针 则 在 本 工作 表 : 1 诊 肖 其 右边 的 文本 框 为 为 输出 区 域 左 
上 朋 单 元 属 ， 选 择 了 4。 AS 
单 击 “ 确 定 ” 按 乌 完成 频数 统计 .的 图 ]7 中 Pl，Q15 单元 格 区 域 ， 
(4) 二 相 胃 站 必 表 汪 数 “CHITEST( 实 际 频数 ， 理 论 频 数 )” 可 求 得 zx? 检验 的 P 值 
( 截 尾 概率 ) 。 要 求 的 数据 有 实际 频数 和 理论 频数 。 我 们 用 泊 松 分 布 进行 拟 合 ， 要 先 计 算出 
泊 松 分 布 的 值 。 
在 R5 单元 格 输入 如 图 11. 7 所 示 公 式 ， 向 下 复制 到 R6: R15 单元 格 区 域 ， 得 泊 松 分 
布 的 频数 ( 泊 松 分 布 函数 的 使 用 请 阅读 Excel 帮助 文件 ) 。 
实际 频数 合计 为 355， 泊 松 分 布 频数 合计 为 364. 63， 可 以 认为 样本 量 相同 。 因 此 若 二 
者 无 差别 时 ， 其 理论 频数 也 应 该 是 一 样 的 ， 用 经 验 频数 和 泊 松 分 布 频数 乎 均值 作为 理论 频 
数 ， 在 S5 单元 格 输入 如 图 11. 7 所 示 公 式 ， 复 制 到 S5: T15 单元 格 区 域 ， 求 得 理论 频数 。 
在 R2 单元 格 输入 如 图 11. 7 所 示 公 式 ， 得 已 值 见 普通 显示 模式 (图 11.9)。 由 图 11.9 
可 见 ， 尸 值 为 0.996 8， 远 大 于 0. 05， 不 拒绝 服从 泊 松 分 布 的 假设 ， 即 认为 时 间 上 到达 7 
个 船只 的 概率 服从 泊 松 分 布 。 



























































0 了 日 了 
平均 值 3.50137 最 大 值 10 
标准 差 1. 88637 T 值 0. 996816082 
到 港 船 数 到 港 船 数 ” 频 率 “。 泊 松 分 布 
0 0 12 11.01 11.50 11.50 
1 43 38.54 40.77 40.77 
用 2 63 67.47| 65.24| 65.24 
3 3 73 78.75 75.87| 75.87 
4 4 11 B68.93 69.96 89.96 
5 5 和 9 48.27 48.63 48.63 
6 6 28 28.17 28.08, 28.08 
了 8 19 14.09 16.54 16.54 
8 8 4 6.17 5.08 5.08 
9 9 2 2.40 到 加 | 公约 | 
10L_10.00 100 0.84 0.92 0.92 


《人 
NN 





生死 过 程 ( 生 灭 过 程 ) 是 :用 来 处 理 输 入 为 最 简单 流 ， 服务 时 间 为 指数 分 布 这 样 一 类 最 简 
单 淹 从 模型 的 力 法 、 它 是 分 析 后 面 各 类 排队 问 是 的 方法 论 ， 在 排队 论 中 有 重要 意义 ， 什 么 
是 生死 过 程 呢 ?” 举 一 个 例子 : 某 地 区 当前 人 口 数 为 该 年 人 口 重生 数 4 ， 则 根据 泊 松 流 
的 性 质 ， 在 At 时 间 内 出 生 一 个 从 的 梳 3 率 为 4， Arto(AD; Wi 田 该 年 人 口 死 亡 数 ， 则 根据 指 
数 分 布 的 性 质 ， 在 A 时 间 内 死亡 -个 人 的 概率 为 光 AiHoCAD)， 那 么 在 么 过 At 时 间 后 ， 
人 口 将 变 成 多 少 ? > 人 | RW 

在 生死 过 程 由 入 与 死 的 发 生 都 是 随机 的 ， 当 At 足够 小 ， 可 能 有 下 列 四 种 情况 ， 当 t 
时 刻 人 口 数 为 heD 出 生 0 个 死亡 0 个 ,， ?下 At 时 刻 人 口 m; C2) 出生 1 个 死亡 0 个 ,i 十 At 
时 刻 人 口 十 1; (3) 出 生 0 个 死亡 1 个 ，t 十 At 时 刻 人 口 4 一 1; (4) 出 生 1 个 死亡 1 个 ,i 十 
Al 时 刻 人 口 n( 如 图 11. 10 所 示 )。 


加 力 为 bh 
向 耻 心 A Hot 
图 11.10 生死 过 程 速率 图 
可 见 ， 当 出 生 率 始终 大 于 死亡 率 时 ， 当 t->oo 时 ,将 发 生 “ 人 口 爆 炸 ”， 当 出 生 率 始终 
小 于 死亡 率 时 ， 最 终 将 会 消亡 。 因 此 ， 人 口 政策 也 应 是 一 个 动态 的 。 


如 果 把 出 生 看 作 是 顾客 到 达 ， 死 亡 看 作 是 完成 一 个 服务 ,顾客 离 去 ， 则 生死 过 程 恰好 
反映 了 一 个 排队 服务 系统 的 瞬时 状态 N(z) 。 但 排队 问题 与 自然 界 的 生死 过 程 不 同 的 是 : 










































| 第 侣 排队 论 


当 服 务 率 大 于 到 达 率 时 ， 最 终 队 列 中 的 顾客 数 不 会 为 0， 导致 的 结果 是 服务 机 构 空 闲 时 间 
的 增加 ， 经 过 足够 多 的 时 间 ， 队 伍 中 的 顾客 数 将 处 于 稳定 状态 。 假 设 处 于 状态 n 的 概率 为 
P,， 由 图 11. 10 可 见 : 

当 n 二 0 时， 输入 仅仅 来 自 状态 1， 状态 0 的 输入 率 为 ynP1; 输出 也 只 有 一 个 ， 输 出 
率 为 Pu,， 状 态 0 的 平衡 方程 为 : 


兽 忆 一 Pi 一 Pi 一 和 如 Pu 
A 


当 x 一 1 时， 输入 和 输出 各 有 两 个 ， 分 别 是 状态 0 和 状态 2， 状 态 1 的 平衡 方程 为 : 
MoPot pz Ps=APitpP 














> Ps =A1Pitpa Pi—A Po =APi+pn Pi AgMPl =AP 


=>P,=4P=>P,=44 Pp, SN 
He AAA 
同 理 依次 推 得 : A- 
Sp -aip rp， SS 


4 


站 





11.3 单 服务 台 排队 系统 模型 


本 节 讨 论 单 服务 台 的 排队 系统 ， 它 的 输入 过 程 服从 泊 松 分 布 ， 服 务 时 间 服 从 指数 分 
布 。 按 以 下 三 种 情形 讨论 : 

(1) 标准 的 M/M/1/c=/c= 系 统 。 

(2) 系统 容量 有 限 的 M/M/1/N/oo 系 统 。 

(3) 顾客 源 有 限 的 MM/1/==/m 系统 。 


11. 3. 1 标准 的 WMA1/ co / ce 系统 
1. M/MV1/cs=/cc 模 型 需要 满足 的 条 件 


标准 的 M/M/1/==/c= 模 型 是 指 满足 下 列 条 件 的 排队 系统 : 
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(1) 输入 过 程 : 顾客 源 无 限 ， 单 个 到 来 ， 相 互 独立 ， 到 达 平 均 数 为 常数 ， 且 服从 泊 松 
分 布 ， 到 达 过 程 是 平稳 的 。 

(2) 排队 规则 : 单 队 ， 队 长 不 受 限制 ， 先 到 先 服务 。 

(3) 服务 机 构 : 单 服 务 台 、 平 均 服务 率 为 常数 ， 对 各 顾客 服务 时 间 相互 独立 ， 服 从 相 
同 的 指数 分 布 ， 服 务 过 程 也 是 平稳 的 。 


2. M/MV1/cc/cc 系 统 运行 指标 
由 于 到 达 平均 数 和 服务 平均 数 均 为 常数 ， 即 : 








N= = A = = pn 
有 C 一 2 Rie (2) =g 
pa pop 全 | 


式 中 ，p 一 全 二 1 称 为 业务 密度 。 全 
Ds De 二 了 一 ee 





n=0 


P,=CG,Po=pPo,=p'(1—p) WS 
L= Sw, =0-p> Ew" 


p 





器 -" 


(1 Mo De 六 op 总 ( ) a 
由 式 11. 1 一 11. 4 及 i pr 
W, ;| WW, 二 W, 一 


2 二 F es yy 





























L,=AW,= 人 
你 上 所 逮 有 


一齐 
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分 析 每 个 地 区 只 有 一 个 技术 服务 代表 ， 为 单 服 务 台 ; 该 地 区 用 户 150 户 ， 可 近似 于 
无 穷 大 , 采用 M/M/1/oo/ 吕 排队 系统 模型 。 























当前 的 系统 效率 指标 : 
= 35-3, Ls—pl,—0.75X3—2.25 
隐 一 二 让 31 W,=pW,=0.75 





顾客 平均 等 待 时 间 0.75， 即 8h 的 0. 75 倍 为 6h， 要 求 缩短 为 2h。 
解决 方案 若 服务 率 不 变 ， 减 少 顾客 到 达 ， 则 可 缩短 顾客 等 待 时 间 。 将 一 3 减少 到 
2， 则 有 : 

A 多 
LA 4 一 2 
1 1 
AP 一 人 4—2 











L; 1, L,=pL;=0.5X1=0.5 








W, 





0.5, W,=pW.=0. 25 
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可 见 ， 当 每 天 维修 电话 从 3 个 减少 到 2 个 时 ， 顾 客 平均 等 待 时间 为 8h 的 0. 25 倍 ， 即 
2h， 满 足 管理 层 的 要 求 。 排 队 等 待 的 顾客 数 也 从 平均 2. 25 减少 到 0. 5。 

决策 建议 ”维修 量 与 顾客 总 体 成 正比 例 ， 目 前 每 个 服务 代表 负责 150 个 顾客 总 体 ， 减 
少 到 100 个 ， 维 修 电 话 平均 数 可 降 到 2 个 。 因 此 可 增加 技术 服务 代表 ， 每 个 负责 有 100 个 
用 户 的 区 域 。 


11. 3. 2 ”系统 容量 有 限 的 WM1/N/ co 系统 
1. MU/MV/1/NV/ce 模 型 需要 满足 的 条 件 


M/MV/L1/VN/Vcs 模 型 ， 由 于 系统 容量 有 限 ， 当 "之 N， 顾 客 不 再 进入 系统 ， 其 他 条 件 同 
M/VM/1/cs/cs 模 型 。 于 是 有 速率 图 如 图 11. 11 所 示 。 


如 











ee 

当 》 一 /时 : 
c=fi ey 
0 n>N 


1/(N+1) n<N 
0 n>N 


P,=1/(N+D, p.=| 为 均匀 分 布 。 











N, 1_ ost N, 1— 
当 ) 天 /时 : 270, >Po YC 这 看 
n=0 


n=0 

















DO (N+ Do 
= -二 一 ON 
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因 limL, lim[1 驻 Vt] Eee 
所 以 M/MV1/ce/cs 模 型 是 MM/IV/NVcs 的 特例 。 

由 于 队长 受 限 制 ， 所 以 真正 进入 服务 系统 的 顾客 输入 率 Mr 小 于 。 式 11.1、 式 11.2 
和 式 11.4 变 为 : 








PS ~ 
由 式 11.23 和 式 11.24 得 ”1 “d=p0—P,) 2 
综 上 所 述 ，M/M/1/N/ 一 系统 的 运行 指标 。 和 





【 例 11.1】 某 单 人 美发 店 有 3 把 椅子 以 备 顾 客 休息 等 待 。 后 来 的 顾客 发 现 3 把 椅子 
都 坐 满 时 就 不 进 店 等 待 而 离开 。 顾 客 平均 到 达 3 人 /h， 理 发 时 间 平均 15min/ 人 。 要 求 : 

(1) 某 顾客 一 到 达 就 能 理发 的 概率 。 

(2) 有 效 到 达 率 。 

(3) 排队 等 待 顾客 的 平均 数 。 

(4) 顾客 在 理发 店 平均 等 待 时 间 。 

(5) 顾客 一 到 就 离开 的 概率 。 








解 已 知 ) 一 3，/ 一 4，N 一 4， 则 o 一 人 /一 0.75 
(1) 一 到 就 能 理发 ， 即 系统 顾客 为 0 的 概率 

= Ip 10.75 
Up 0s 
(2) Murr 一 pw(1 一 Pu) 一 4(1 一 0.327 8)=2. 689( 人 /h) 





Pu 一 0.327 8 
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p NiDom 0.75 5(0.75)s 
nr pe 和 人 


等 待 顾客 平均 数 工 ,一 二 让 1.444 3 二 0.772( 人 ) 























(4) 平均 等 待 时 间 W， =- 过 =- 一 全 和 一 0 287(h) 
条 


(5) 一 到 就 离开 指 包 括 到 者 系统 中 有 5 个 顾客 ， 其 概率 为 : 
Pp; ee Ex0.75=7.2% 
答 : 顾客 一 到 就 能 理发 的 概率 为 32. 78%; 有 效 到 达 率 为 2. 689 人 /h; 平均 队列 长 度 
1. 444 人 ; 平均 等 待 的 顾客 0.772 人 ; 平均 等 待 时 间 0. 287h(17. 从 一 到 发 现 人 满 就 


离开 的 概率 为 7.2%。 











11. 3. 3 ”顾客 源 有 限 的 WM/1/ co /m 系统 Ry 

M/M/V1/ccym 系统 除 顾客 源 有 限制 外 ， 其 余 /1/cc/cc 系 统 相同 。 

对 顾客 源 有 限 在 工业 生产 中 应 用 较 广 。 如 RR 
统 , 设 工厂 设备 数 (顾客 源 ) 为 m 台 ， 因 故 和 等 待 修理 的 设备 (系统 中 的 顾客 数 ) 
有 nn 人 台 ， 人 (平均 到 达 率 )， 则 发 生 故 障 的 数量 与 正在 
工作 中 的 设备 数 成 正比 例 变化 ， 即 ( ; ee 
务 率 ), 它 不 受 正在 工作 的 机 器 台数 的 影响 优 没 大 到 法 服从 汉 松 分 布 ， 服 务 时 间 服 从 
指数 分 布 。 RR 12 所 示 。 





A 人 人 
图 11.12 M/M/1/==/m 排队 系统 生死 过 程 速 率 图 
由 于 和 ==mA, A 二 (mm 一 DA A 1 一 (7 一 2 十 1)A 





采用 Excel 操作 可 按 如 下 步骤 进行 : 
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【 例 11.2】 一 名 工人 负责 看 管 10 台 自 动机 床 ， 在 加 料 或 刀具 更 换 时 就 自动 停车 ， 等 
待 工人 照管 。 设 平均 每 台 机 床 两 次 停车 间隔 时 间 2h， 需 要 工人 照管 的 平均 时 间 为 12min， 
设 以 上 两 项 时 间 均 服从 指数 分 布 ， 计 算 该 系统 的 各 项 指标 。 

解 单 台 平 均 停 车 间隔 时 间 2h， 则 每 台 单位 时 间 停 车 率 为 0. 5(X 二 0. 5)， 对 每 台 停车 
的 机 床 平均 照管 时 间 12min， 单 位 时 间 照 管 的 台数 为 5 一 5) 。 和 

XA/4==0.5/5 二 0.1， 先 计算 P,/P。，L,，L, 可 按 11. 2 可 按 11.5 一 11.6 计 
算 ， 计 算 过 程 见 图 11. 13。 












=01Ah2+FACT(IONFACT(10-A2) 
=0.1°A3*FACT(1OYFACT(10-A3) 



























B12-1YC12 =A12*C12 
=5UM(D2:D12) ‘=SUM(E2.E12) 


























(1) 图 中 B2 单元 格 公式 中 FACT(;) 为 求 让 的 阶乘 ， 此 表达 式 即 为 T 
其 向 下 复制 即 得 mw 二 10、i 从 0 一 10 的 计算 结果 (B 列 )( 图 11. 14) 。 


Qu=PwPpO Pn tePn npn 
1 0214582343 0 0 
1 0214582343 0 0214582343 
09 0.193124109 0.193124109 0.386248218 

0732 0.154499287 0.308998574 0.463497861 

0504 0.108149501 0.324448503 0.432598004 
03024 0064889701 0.259558802 0.324448503 
0.1512 0.03244485 0.162224251 0.194669102 
006048 001297794 0.077867641, 0.090845581 
0.018144 0.003893382 0.027253674 0.031147056 
0.0036288 0.000778676 0.006229411 0.007008088 
0.00036288 7.78676E-05 0.000700809 0.000778676 
4.66021568 1 1360405774 2.145823431 


图 11.14 计算 结果 
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(2)B13 单元 格 为 上 述 之 和 ， 其 倒数 即 为 P,(C2 单元 格 ) 。 
(3) C3 单元 格 公式 为 P, 一 C,P。， 向 下 复制 得 二 1~10 的 P,。 
(4) 根据 式 11. 6，D13 单元 格 即 为 L,; 根据 式 11. 5，E13 单元 格 即 为 工 ,。 


10 10 
即 工 ,一 2 nP,~2. 1465 ,= SDP,~l. 36 


下 














XA=XCm—L,)=0.5(10—2. 146) 一 3. 927 





W,=L,/A=0. 5464, W,=L,/A=0. 346 4 
答 : 平均 每 h 需要 照管 的 机 器 有 2.146, 平均 逗留 时 间 为 0. 546 4h。 











11.4 多 服务 台 排 队 系统 模型 ， 


11. 4. 1 标准 的 MMs/= /系统 
1. 模型 需 满足 的 前 提 条 件 


标准 的 多 服务 设施 排队 系统 规定 的 条 件 ， 
(1) 顾客 到 达 率 为 常数 (2, 二 A) ， 服 从 泊 松 分 布 。 
(2) 每 台 服 务 率 为 常数 ， 服 从 指数 分 布 。、 

(3) 单 队 排队 ， 队 长 不 受 限制 排队 规则 FCFS。 
(4) 各 服务 台 相 互 独立 ， 不 摘 协作 (如 图 11. 15 所 示 


‘ 








11.15 多 服务 台 并 联 


2. 模型 运行 指标 的 计算 


基于 上 述 假设 ,单位 时 间 服 务 的 平均 数 为 工作 中 的 服务 台数 与 每 台 单位 时 间 服 务 的 
平均 数 之 积 。 而 工作 中 的 服务 台数 与 队列 中 的 顾客 数 有 关 ， 当 队列 中 的 顾客 数 少 于 服务 
台数 ， 则 工作 中 的 服务 台数 等 于 顾客 数 ， 其 他 服务 台 空 闲 ; 否则 全 部 服务 台 都 处 于 工 
作 中 。 

设 服务 台数 为 *， 则 有 : 











代入 式 11.12, 得 : 
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采用 Excel 可 按 下 列 步骤 计算 : 












.2min， 平均 每 h 有 80 
台 汽 车 前 来 加 油 。 到 达 时 间 服从 泊 松 分 布 ， 服 务 时 间 数 分 布 。 要 求 确定 : 
(1) 预期 在 加 油 站 的 汽车 数 。 
(2) 预期 汽车 在 加 油 站 停留 多 长 时 间 。 A 
(3) 某 个 油泵 空闲 的 概率 。 


解 每 台 汽 车 加 油 时 间 1. 2min， 和 务 率 50 辆 /h， 到 达 率 80 辆 /h。 
型 


【 例 11.3】 有 2 个 油泵 的 加 油 站 ,平均 加 注 一 a 


求解 公式 见 公式 审 核 模式 (图 11, 中 的 nw 从 0 至 160, 此 图 仅 列 出 前 10 行 , 且 
D3 单元 格 公 式 太 长 ， 没完 本 六 pe 2 行为 四 舍 2 位 小 数 的 求 和 项 ;D3 单 
元 格 为 “=IF(C3>>B$2,B 事 ea C3—B$2)),B$5-C3/FACT 
(C3))” 为 式 11. 28 分 将 其 复制 ;E3 单元 格 为 P, 的 表达 式 ,E4 单 
元 格 为 已 表达 式 ， 到 E5 a 2 段 表达 式 的 EXCEL 公式 ,将 其 
复制 到 第 By 单元 格 即 为 L,.G 即 为 L, ,将 其 分 别 通过 地 址 连接 到 B9 和 
B10 单元 格 
















































n Cn=Pn/PO Pn=CnpO (spn 
s2 T=ROUND(SUM(D: =ROUND! =ROUN, =ROUND(SUM(G3:G$163),2) 
Xs0 0 =IF(C3>B$2,B$5*(=1/D$2 ers AIF($C3>B$2.E3*(C3-B$2),0) 
50 1 =IF(C4>B$2,B$5(=D4*ES3 =C4*E4 <IF($C4>B$2,.E4*(C4-B$2),0) 

Xu16 2 =F(C5>B$2,B$5K-D5*ES3 -C5*E5 -IF($C5>B$2.E5*(C5-B$2),0) 

3 =IF(C6>B$2.B$5\(=D6*E43 =C6*E6 =IF($C6>B$2.E6*(C6-B$2),0) 
Ws =B9B3 4 =IF(C7>B$2.B$5(=D7*E$3 =C7*E7 =IF($C7>B$2,E7*(C7-B$2),0) 
Wa -BIOB3 5 =IF(C8>B$2.B$5*(=D8*E$3 =C8*ES -IF($C8>B$2,E8*(C8-B$2),0) 
Ls|= 6 <IF(C9>B$2.B$5 =D9*ES$3 =C9*E9 =IF($C9>B$2,E9*(C9-B$2),0) 
Lq -6G2 7 <IF(C10>B$2.B$5’=D10*E$3=C10*E <IF($C10>B$2.E10*(C10-B$2), 


图 11.16 计算 过 程 (公式 审核 模式 ) 


其 值 如 图 11. 17 所 示 。 
由 图 11. 17 可 见 : 
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(1) 预期 在 加 油 站 的 汽车 数 (队长 ) 为 4. 44 辆 。 

(2) 预期 停留 时 间 W, 二 L,/4 二 4. 44/80 一 0. 0555h 一 3. 33min。 

(3) 某 个 油泵 空闲 的 概率 为 Pi 二 0. 177 8， 两 个 油泵 都 空闲 的 概率 为 P,=0.111 1，P 
(空闲 数 入 1) 一 P 十 P, 一 PuP, 一 0. 269。 






























































到 
| 

2 2 工 

| | sl 0 1 011111111 0 0 
| | 5 1 1.6 0.177777778, 0.177777778 0 
5| Np 16 2 128 0.142222222 0.284444444 0 
6 3 1.024 0.113777778 0.341333333” 0.113777778 
7 | Ws 0055 4 0.8192 0.091022222 0.364088889 0.182044444 
8 | wa 005 5 0.65536, 0.072817778 0.3 0.218453333 
9 | ls 4400 6 0.524288 0.058254222 0.349525343’ ”0.233016889 
10| Lq 28400 7 


0.4194304 0.046603378 0 644 ”0.233016889 
图 11.17 计算 结 : 


3.1 个 MMM/s/=o/ce 系 统 与 多 个 M/M 系统 运行 指标 的 比较 
承 上 例 ， 假 设 有 2 个 单 油泵 加 油 个 加 油 站 到 达 率 为 40 台 /h， 其 他 条 件 不 


变 , 由 式 11. 15 一 11. 18 计算 ， A ese di 
表 11- 2 务 台 与 2 个 单 服 的 比较 




































平均 逗留 时 间 Ws/hinin) 0. 0555( SX 0.1(6) 
平均 等 待 时 Waim 0.03: 0.08(4.8) 
4.44 4X2=8 
排列 长 Lq/ 台 2.84 3.2X2 一 6.4 








由 表 可 见 ，1 个 多 服务 台 要 明显 好 于 多 个 单位 服务 台 系统 运行 指标 。 
11.4. 2 系统 容量 有 限 的 WMSs/N co 系统 


对 于 容量 有 限 的 MMM/sS/N/c= 系 统 , 由 于 多 于 N 个 时 不 允许 进入 服务 系统 ， 故 
式 11. 28 变 为 : 








系统 运行 指标 公式 推导 结果 较 复杂 ， 可 用 Excel 按 下 列 步骤 进行 。 
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(其 中 ,2wr 三 pKL, 一 L,) 的 证 明 见 ， 胡 运 权 等 编著 . 运筹 学 基础 及 应 用 . 北京 :清华 大 学 出 版 社 ，2008 年 
第 5 版 . 第 267 页 .) 

【 例 11.4】 某 单位 电话 交换 台 有 一 台 200 门 的 内 线 总 机 。 已 知 在 上 班 的 8h 内 有 
20% 的 内 线 分 机 平均 每 40min 要 拨 一 次 外 线 电 话 ，80% 的 分 机 息 均 隔 2h 拨 一 次 外 线 电话 。 
又 知 从 外 单位 打 来 的 电话 呼唤 率 平均 1 次 /min。 设 外 线 通 hi 平均 为 3min， 以 上 两 个 
时 间 均 服从 指数 分 布 ， 如 果 要 求 电话 接 通 率 为 95%， a 应 该 设置 多 少 外 线 ? 

解 (1) 以 h 为 时 间 单 位 ; 与 外 线 通 话 包括 ea 。 拨 出 ，20% 分 机 1. 5 次 /h， 
80% 分 机 0.5 次 /h， 平均 数 入 三 (20%X1.5 十 .5)X200 王 140; 拨 入 60 次/h， 即 

心 一 60， 总 计 ) 一 人 十 jz 一 200; 通话 时 间 RS 平均 通话 w 一 20 次 /h，A/ 一 200/20 
= 

(2) 该 问题 是 一 个 多 服务 设 a 在 式 11.28 中 当 NN 二 时， 为 损失 制 


下 VY s 
服务 系统 。 此 时 C, 一 (全 ) 恒 了 GD， P 一 1/ 可 C3 人 B) 二 C,P, 一 损失 率 ， 如 图 11.18 
所 示 。 a 各 入 




































































=10"A16ZFACT (A1B) =B1B+C =B1B/C16 有 
=10°ALT/FACT (A17) =B17/C17 1 764.7164| 20952. 89| 0. 036497 


(a) (b) 



































11. 18 “Excel 操作 计算 公式 与 结果 


图 11. 18(a) 为 公式 审核 模式 ， 式 中 输入 B2、C2、C3、D2 计算 公式 ， 其 余 向 下 复制 可 
得 。 由 图 11. 8(b) 可 见 ， 损 失 率 小 于 5%， 至 少 要 有 15 个 外 线 电话 。 


11.4. 3 ”顾客 源 有 限 的 WM/s/ co /m 系统 
若 顾客 总 体 为 有 限 数 m(m 放 s) 的 排队 系统 ， 在 工厂 中 机 器 管理 中 也 是 常见 的 ， 如 mm 
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台 设 备 ， 由 ;个 修理 工 负责 维修 。 我 们 假定 的 前 提 是 每 台 机 器 故 障 率 是 一 样 的 ， 每 个 维修 
工 技术 水 平 也 是 一 样 的 ， 即 维修 一 台 机 器 所 用 时 间 一 样 。 其 顾客 到 达 与 M/M/s/o=/ 吕 相 
同 ， 服 务 率 与 M/M/1/o2/m 相同 。 其 生死 过 程 速率 图 如 图 11. 19 所 示 。 


mA (m1 (m-2) (m-st+1)4 (m-s) pp 
首 辣 二 - 癌 竟 名 - 
A 24 34 (Du sk sk 


图 11.19 M/M/s/==/m 排 队 系统 生死 过 程 速率 图 
于 是 有 1 


/ i K 2 
(m—n)A nm na RS 
“=o nm Sm 
/党 二 n>m 
可 以 证 明 ， SS-、 





【 例 11.5】 2 个 工人 联合 看 管 8 台 机 器 ， 已 知 机 器 停机 (加 料 或 换 刀 具 ) 时 间 间 隔 平 
均 为 1h， 照 管 的 时 间 平 均 为 10min。 以 上 两 项 均 服 从 指数 分 布 ， 求 各 项 指标 。 

解 ”这 是 一 个 多 服务 台 顾 客 源 有 限 的 排队 系统 。 按 式 11. 29 和 计算 步骤 ,运用 Excel 
操作 公式 输入 如 图 11. 20 所 示 。 结 果 如 图 11. 21 所 示 。 

由 图 可 见 ， 平 均 队长 1. 36 台 , 排队 长 0. 25 台 ; 平均 逗留 时 间 0. 2h(12min)， 平 均等 
待 时 间 0. 038h(2. 28min)， 工 人 业务 密度 (劳动 强度 )73. 2%。 
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C 了 

m n Cn En 和 rs)Pn 

s 0 =$B$5°C2oxFACT (8)/ (FACT (8-C2)*#FACT (C2)) =C2#E2 

A 1 =$B$5 "C3#FACT (8)/ (FACT (8-C3)*FACT (C3)) =C3#E3 

上 $5 CA#FACT (8)/ (FACT (8-C4)*FACT (C4)) =C4*E4 

Wh =B3/B4 B$5 “CS*#FACT (8)/ (FACT (8-C5)*#FACT (2)*2° (C5-2)) =CS*ES = (C5-2)*FE5 
Ls B$5 "CBXPACT (8)/ (FACT (8-CB)*#FACT (2)*2° (C6-2)) =CB#E6 = (C6-2)*EB 
Iq $5 “CT#FACT (8)/ (FACT (8-CT)#FACT (2)*#2” (C7-2)) = (CT-2)*ET 
p (B1-B6) 6 =$B$5 "CO#FACT (8)/ (FACT (8-C8)#FACT (2)*#2° (C8-2)) = (C8-2)*E8 
Ws =Be/$B$8 7 =$B$5°CoxFACT (8)/ (FACT (8-C9)*FACT (2)*2° (C9-2)) ‘=D9#$E$2 = (C9-2)*E9 
Wa |=B7/$B$8 8 =$B$5°C1O#FACT (8)/ (FACT (8-C10)*#FACT (2)*2° (C10-2)) =D10*#$E$2 =C10*E10 = (C10-2)*E10 
1-P0 =1-E2 =SWM O2:D10) =SUM (E2: E10) =SUM (F2:F10) =SUM (G2: G10) 


图 11. 20 ”Excel 计算 公式 审核 模型 




















A Fi 
mm Bn Cn Fn mn’, ars)Fn 
s 2 0 1.00000 ，0.26795 | @ Do0 
和 1| 1| 1.33333 | 0.35727N\0.35727 
| 8) 2 0.T77778 0.2084 |0-41682 
5 | Wh | 0.1667 | 3| 0.38889 | 0,10420 | 0.31281 | 0.10420 
8 | Ls | 1.3591 | 4| 0.16204\) ,0:04342 | 0.17367 0.08884 
刘 Ly | 0.2522 | 5| 0. 05401-| \0701447 |0.07236 | 0.04342 
8 | je | 6.6409 | 6| 0:01350\ 0.00362 | 0.02171 | 0.01447 
9 | Ws | 0.2047 7 buon225 | 0.00060 | 0.00422 0.00302 
Wa | 0.0380 人 a Q.00019 ，0.00005 | -G0040 ，0.00030 
11 | 1-PO| 0.7320 | ~ 3.73199 | 1.00000 Tl, 35907 | 0.25225 





NA 2 图 11.21 Foon 计 和 有 


A ts 其 们 大队 系统 模型 


11.5.1 一 般 服务 时 间 MG/1 模型 


前 面 几 节 讨论 的 模型 是 建立 在 生死 过 程 的 基础 上 ， 即 假定 到 达 为 泊 松 分 布 和 服务 时 间 
均 为 指数 分 布 的 情况 ， 但 这 样 的 假定 与 实际 情况 往往 有 较 大 出 人 ， 特 别 是 服务 时 间 服 从 指 
数 分 布 。 本 节 将 讨论 服务 时 间 是 任意 分 布 的 情形 ， 对 任何 情形 下 面 关系 都 是 正确 的 。 





L,=L,+L. 
| [ 
| W,=L,/Auy 

页 ;= 和 /Ar 


式 中 , 工 .为 服务 机 构 中 的 顾客 数 ，E [TJ] 为 服务 时 间 期 望 值 ， ur 为 有 效 输入 率 ， 当 
顾客 源 有 限 或 队长 有 限 情况 下 有 不 同 的 计算 公式 ， 当 顾客 源 无 限 及 队长 无 限 情况 下 即 为 4。 

利用 嵌入 马尔 柯 夫 链 推导 出 的 M/G/1 排队 系统 队长 工 , 的 计算 公式 称 为 波 拉 泽 克 一 欣 
钦 公 式 (Pollaczek 一 Khintching 公式 ) ， 其 前 提 假 设 是 : 

(1) 系统 的 输入 参数 为 4 的 泊 松 分 布 。 

(2) 对 每 个 顾客 的 服务 时 间 t 是 独立 同 分 布 的 随机 变量 ， 其 概率 分 布 函 数 为 F(t)， 其 
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期 望 值 和 方差 分 别 为 : 











EW =| dF FVart) 7 


a 
(3) 4<E05' 或 6 六 XAE(1)<1. 
(4) 只 有 一 个 服务 站 。 





由 式 11. 33 可 见 ， 顾 客 平均 。 因 此 ， 当 对 各 顾客 服务 时 
间 比 较 接近 情况 下 (方差 较 未 差 。 对 于 定 长 服务 时 间 (o 一 
0) 指 标 最 好 ne 
【 例 11.6】 均 机 平均 每 me 名 顾客 ， 服 从 泊 松 分 布 ; 顾客 取款 时 
间 分 布 律 为 : 人 
NCY oo= 仁 Me,., 5 sl 
y<1 


试 求 顾客 在 系统 中 平均 等 待 时 间 是 多 少 ? 队长 平均 有 多 长 ? 
解 ” 以 min 为 时 间 单位 ， 到 达 率 为 0. 5 二 0.5); 设 Y==T 十 1， 则 服务 时 间 工 遵循 指 
数 分 布 ， 其 分 布 率 为 : 
f= . 25e rt 40 
t<<0 
E(Y)=E(T)+1=1/uxt+1=1.8 
Var(Y)=Var(l+T)=Var(T) /pe 1/1. 25: 一 0. 64 
p=AE(Y)=0.9 








0. 92 十 0. 5: X0. 64 
2 


L,=L,—p=5. 75—0. 9 一 4. 85 
W,=L,/A=4. 85/0. 5 一 9.7 
答 : 平均 队长 4. 85 人 , 平均 等 待 时 间 约 9. 7min。 








5. 75 
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11. 5. 2 定 长 服务 时 间 MD/1 模型 
服务 时 间 是 确定 的 常数 ， 例 如 在 一 条 流水 线 上 完成 一 件 工作 的 时 间 就 是 常数 。 这 时 


【 例 11.7】 某 医院 检验 科 的 血糖 检测 仪器 检测 每 位 患者 需 5min,， 平均 每 h 有 10 位 
患者 按 泊 松 分 布 到 达 , 求 : 

(1) 在 检验 科 排 队 等 候 检 验 的 患者 人 数 。 

(2) 每 位 患者 平均 逗留 时 间 。 

解 4=10, y=12, p=A/p=5/6 


2 2 

六 _5, (5/6) 
Lptad= 本 6 ®- La 
,=L, 一 p=2 靶 一共 
W.,=L,/AT0. 291 min) 


11. 5. 3 埃 尔 朗 服务 时 间 ME 模型 

车 人 和 全 时 间 工 We (参数 
为 &)， 则 工 = 2 re 

太 阶 Erlang 如 度 为 : 


1 es mw 120 
ee 


ET wrD= 应 











代入 式 11. 32~11. 35 得 : 


【 例 11.8】 某 面包 店 专 门 制作 热狗 面包 ， 为 赢得 顾客 满意 ,采取 现场 制作 。 制 作 过 
程 包括 两 道 工序 : 制作 与 烘 烤 ， 每 道 工序 大 约 需要 15 分 钟 ， 假 设 服从 指数 分 布 。 每 烤箱 
可 烤 制 4 板 ， 每 板 12 个 。 顾 客 到 达 率 20 人 /h， 每 人 平均 需要 2 个 ， 服 从 泊 松 分 布 。 问 每 
个 顾客 平均 逗留 多 长 时 间 ? 平均 队长 有 多 少 人 ? 

解 这 是 一 个 串联 的 排队 服务 系统 ， 符 合 M/E/1 模型 的 条 件 。k 二 2; 4 二 20; 每 道 
工序 每 小 时 可 操作 4 次 ， 每 次 制作 48 个 ， 共 192 个 可 满足 96 人 需求 ， 即 2y 二 96, jy. 一 48。 

E(T)=1/y=1/48, o:=1/ky =1/(2X48’) 

p=A/1=XAE(T)=20/48=5/12 
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(k+l)o 5 ， 3/(2X482) 

2k(1—p) 12 2X2X(1—5/12) 
W,=L,/A=0. 418/20h=1. 25min 

即 平均 队长 0. 418 人 , 平均 逗留 时 间 1. 25min。 


11. 5.4 ”具有 优先 服务 权 的 排队 模型 


具有 优先 权 的 服务 模型 在 日 常生 活 中 经 常 遇 到 ， 到 医院 患者 分 一 般 病 人 、 重 病人 和 抢 
救 病人 ， 以 抢救 病人 优先 ， 其 次 是 重病 人 ， 然 后 是 一 般 病 人 ; 列车 行驶 以 动车 优先 ， 其 次 
是 特快 、 直 快 、 普 快 、 慢 车 。 

优先 权 模型 服务 规则 有 两 种 : 一 是 顾客 在 接受 服务 过 程 中 ， 即 使 有 更 高 优先 级 顾客 到 
来 ， 服 务 也 不 中 断 ， 称 为 无 强制 优先 规则 ， 二 是 顾客 在 接受 服务 过 程 中 ， 有 更 高 优先 级 顾 
客 到 来 时 ， 中 疡 对 优先 级 较 低 顾客 的 服务 ， 使 其 回 到 系统 中 等 竺 重新 得 到 服务 ， 此 称 为 强 
制 优先 规则 。 本 节 所 讨论 的 是 元 强制 优先 规则 。 《NANN 

设 有 六 个 优先 级 别 ，X1，Xs，…， Xx 表示 各 级 别 顾客 输入 率 ; 服务 率 /是 相同 的 ; 
W 为 只 有 第 ; 级 别 顾客 的 平均 带 留 时 间 ， W, 为 各 类 顾 计 的 平均 逗留 时 间 。 则 有 














L,=p+ 0.418 人 














当 n=2 时 : Qa2)W, = Wa 

mw em 

当 ) 一 3 时 ， (Cu 十 SR = Wa tA Woah Wa 
即 Vota — Ww > 


XK hs % W A 
当 n= 二 NN 时 : 


NGCR wa Br 


和 lL 








【 例 11.9】 某 车 站 一 售票 窗口 购 票 旅客 到 达 2 人 /min， 服 从 泊 松 分 布 ; 其 中 5% 是 
军人 ; 售票 员 平 均 每 20 秒 卖 一 张 票 ， 服 从 指数 分 布 。 该 车 站 实行 军人 优先 的 排队 规则 ， 
问 : 普通 旅客 在 购 票 过 程 中 平均 要 逗留 多 少时 间 ? 

解 已 知 A1 二 0.1, Xs 三 1.9, y=3 


eK el +Aimy 
W, | lmin; W, 1 0. 345min; W.» 元 








MA 一 全 W。 =1. 034min 


11.6 排队 系统 的 优化 


排队 系统 的 最 优化 问题 分 为 两 类 : 系统 设计 的 最 优化 和 系统 控制 最 优化 。 

系统 设计 最 优化 也 称 为 静态 问题 ， 其 目的 是 使 设备 达到 最 大 效益 ， 或 者 说 ， 在 一 定 的 
质量 指标 下 要 求 机 构 最 为 经 济 。 

系统 控制 最 优化 也 称 为 动态 问题 ， 指 一 个 给 定 的 系统 ， 如 何 运 营 可 使 某 个 目标 函数 得 
到 最 优 。 
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我 们 仅 讨论 静态 最 优 问题 。 对 于 静态 问题 ， 费 


可 从 两 个 角度 考虑 ， 一 是 费用 最 低 ， 二 是 收益 胃 RS 
最 大 。 最 | 服务 费用 


作为 排队 系统 ， 费 用 主要 考虑 两 个 方面 ; 一 和 
是 服务 费用 ;二 是 等 待 费用 。 在 单 台 服 务 费用 一 
定时 ， 服 务 台数 越 少 ， 服 务 费 用 也 就 越 少 。 但 服 








务 台数 越 少 ， 顾 客 等 待 时 间 就 越 长 ， 等 待 费用 就 0 
越 多 。 当 然 减 少 顾客 等 待 时 间 还 可 以 通过 提高 服 要 小 站 用 服 加 水 汪汪 县 吉林 于 


务 台 服务 水 平 来 解决 ， 如 在 工厂 通过 现代 化 生产 图 台 ,各 
设备 的 使 用 来 减少 产品 加 工时 间 。 无 论 增加 服务 


台数 ， 还 是 采用 现代 化 设备 ， 统 称 为 提高 服务 水 平 。 我 们 的 目标 是 使 提高 服务 水 平 所 付出 
的 成 本 与 碱 少 顾客 等 待 时 间 所 节约 的 成 本 找到 一 个 平衡 KC 成 本 之 和 为 最 小 (如 
图 11. 22 所 示 ) SS 
11. 6. 1 MM/1 模型 中 的 最 优 服务 率 NK 
WN 
1. MAM/1/ec/ca 模 型 最 优 服务 率 RS 


M/M/1 模型 中 服务 率 为 w， 顾 系统 中 的 顾客 数 为 工 ,。 


设 c 表示 服务 一 个 顾客 本 表示 单 们 时间 所 容 的 等 待 成 本 
则 总 费用 没 wi X 









【 例 11. 10〗 有 1 个 油泵 的 加 油 站 , 平均 每 h 有 36 台 汽车 前 来 加 油 。 对 出 租车 车 主 
来 说 ， 等 待 1h， 将 损失 40 元 ， 对 加 油 站 来 说 ， 服 务 一 个 顾客 平均 支付 成 本 10 元 。 则 单位 


时 间 最 优 加 油 数量 为 





i /6 
人 一 十 VS 36 二 /10X36 一 48 辆 


2. M/M/1/N/ 吕 模型 最 优 服务 率 


由 于 当 系 统 中 已 有 N 个 顾客 ， 后 来 的 顾客 将 被 拒绝 。 设 被 拒绝 的 概率 为 Pv ， 则 能 接 
受 服务 的 概率 为 1 一 Pv，X(1 一 Px) 为 单位 时 间 有 效 进入 服务 机 构 的 顾客 平均 数 。 

又 设 G 为 服务 1 名 顾客 的 收入 ，c, 仍 为 服务 单位 顾客 发 生 的 费用 ， 则 有 收益 最 大 的 目 
标 函 数 ， 
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sd N 
==i(I 一 PwG 一 cy MG TA cp =XGey 属 这 








人 下 -0， 得 最 优 服务 率 的 隐 函 数 表达 式 ， 





二 1 
pr te 守 全 Ei 


这 一 公式 很 难 用 解析 法 求 得 最 优 服务 率 ， 可 使 用 Excel 规划 求解 工具 或 利用 模拟 运算 
表 求 得 , 方法 如 下 : 
ynN—N+Dptpot! s] 


(1) 取 目 标 函 数 : min ww abs[p =- Co 5 六 | 


(2) 输入 参数 及 目标 函数 表达 式 。 ;KS 

(3) 利用 规划 求解 工具 或 模拟 运算 表 求解 心 。 《SN 

【 例 11.11】 某 M/M/I/N/co 系 统 ，c, 王 10，Gs29，) 一 10， 要 求 ， 

(1) 利用 模拟 运算 表 计 算 当 系统 容量 N 一 5 时 的 we 

(2) 利用 模拟 运算 表 计 算 N= 二 1、2、3、4、 肘 的 y. 。 

解 《1) 利 用 规划 求解 工具 步 又。 /下 》 

Q@ 输入 已 知 参数 c, 二 10，G= 二 20 MX 守 16，N 二 5( 如 图 11. 23 单元 格 C1，C4); 给 变量 
赋 初 值 Fl 单元 格 ; 输入 中 间 变 YM 以 便 目标 两 数 公式 输入 :输入 目标 函数 表达 式 
F3 单元 格 。 wv 









































XX 








区: 辐 帮 9 
已 HS 4. S9422895736588、 





1 
a 和 | Als Rs =C2/F1 
S| 参 | cs\10 数 z=ABS 2 ee -C1 AFR” (C1+1))7 (1-F2” (C1+1)) “2-C3/C4) 
4 Mea » 


图 11. 23 “Excel 公式 输入 
@ 从 菜单 栏 执 行 “工具 /规划 求解 ”设置 对 话 框 (图 11. 24)， 单 击 求解 ， 得 唯一 最 优 





解 4. 59。 
x 
设置 目标 单元 格 @): [sz33 三] 
等 于 : 个 景 大 值 人 最小 值 o) 个 值 为 | 
单元 格 八 :一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
SFS1 可 推测 (G) | 
WW: 
2| 添加 OD) 
dC) 全 于 设 | 
可 Mv 帮助 中 











图 11. 24 Excel 规划 求解 参数 对 话 框 设置 
〈2) 利 用 模拟 运算 表 计算 不 同 N 值 的 最 优 服务 率 。 




















人 


| El 售 排队 论 


@ H2: 1L2 单元 格 区 域 为 变量 N 的 取 值 1 一 5; G3: G11 为 变量 y 的 取 值 (这 些 值 可 以 
调整 ) 。 

@ G2 单元 格 输入 : 二 F3， 即 目标 函数 表达 式 (如 图 11. 25) 。 

@ 选择 G2: L11 单元 格 区 域 ， 执 行 菜单 命令 “数据 /模拟 运算 表 ”"， 设置 如 图 11. 26 
所 示 。 








所 








El H=2 -3 H-4 H=5 

5.6176E-08 1 3 3 4 5 

1.2 0.150364204 0.378982122 0. 461023593 0.488169307 0.496558795 
8 0.040657439 0.275156012 0.393528087 0.451679763 0.478861103 
4 0.043462381 0.169978237 0.29951463 0.380815999 0.43090229 
3 0.109375, 0.0728678051 0.192717344 0.27956408 0.343601837 
6B 0.161979448 0.013016292 0.085745878 0. 181496796 0.223048101 
2 0.20463138 0.086424818 0.01296341 ‘0.042107095 0.087476558 
8 
4 
6 





0.239691795 0.148346082 0. 099246737 |、0:067052362 0.043317337 
0.268860947 0.200164519 “0.172042102+- ia. 160108502， 0. 156225979 
0. 29338843| 0.24338848 0.232087926 10. 235776739| 0. 246458819 








图 11.25 Excel 模拟 运算 宕 计算 结果 





一 图 11.26 模拟 运算 表 对 话 框 设置 
@ 单 击 “ 确 定 ” 按钮 ， 即 得 图 11. 25 乡 果 > 
@ 在 图 二 :25 的 工作 表 中 插入 “无 数据 点 光滑 线 散 点 图 ”( 源 数据 为 G3，L11) 。 




















服务 率 4 








图 11. 27 ”Excel 模拟 运算 表 计 算 结果 
11. 27 可 见 不 同 N 值 的 ww 值 ， 最 小 值 点 的 横 坐 标 为 y.”。 
11. 6. 2 MM/s 模型 中 的 最 优 服务 台数 
最 优 服务 台数 是 指 服务 成 本 与 等 待 成 本 之 和 为 最 少 的 服务 台数 。 设 c: 为 单位 时 间 每 











| 
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六 _aassse 


服务 台 的 费用 ，; 为 服务 台数 ; c 为 顾客 等 待 单位 时 间 的 费用 ，L 为 系统 中 平均 顾客 数 。 
故 有 目标 函数 : 








min zx 一 cs 十 co 式 11.43 





【 例 11.12】 某 加 油 站 ,平均 加 注 一 辆 汽车 需要 2. 4min， 平 均 每 h 有 48 台 汽车 前 来 
加 油 。 单 位 服务 成 本 40 元 ， 单 位 等 待 成 本 60 元 。 要 求 确定 最 优 服务 台数 。 
解 ” 利用 Lingo 编写 程序 并 求解 如 下 P: 








Model: 
cs 一 40; cw 二 60; lambde 二 48; mu 一 25; 1! cs 为 单位 服务 成 本 ，cw 单位 等 待 成 本 ; 
min 一 scost 十 wcosti ! 目标 : 服务 成 本 与 等 待 成 本 之 和 最 小 ; 
scost 一 csx ni ! da 服务 台数 ; 
weost=cw x ({wait * lambde/(mu 一 lambde) 十 lambde/mu)X < 


! 等 待 成 ? 1 位 等 待 成 本 义 系 统 顾客 平均 数 ; 
{wait=@peb(lambde/mu, n); ! 服 统 繁忙 率 ; 

本 @gin(n); SS 整数 约束 ; 

式 中 : @peb(ro，n) 到 达 负 荷 为 ro， 服务 系统 有 7 个 服务 器 且 人 允许 无 穷 排 队 时 的 Erlang 
繁忙 概率 . SS 


Objective value: 184N861 a 
Extended solver steps: 、 13 NA 党 AAA > 
Total solver iterations: es Vy MX x 

Variable Valuer a Reduced Cost » YX 加 

CS >40. 000b0 0.000000， 4 pr 

Cw , 8, 00000 0. 000890> 志 

LAMBDE SS » 48. 00000 0.00000079 

MU 入 25. 00000 0. 000000 

SCOST 120. 0000 0. 000000 

WCOST 64. 16613 0. 000000 

N 3. 000000 83. 60969 

FWAIT 0.4075622 0. 000000 





S ki 


本 章 介绍 了 排队 论 的 基本 概念 、 生 死 过 程 、 单 服务 台 与 多 服务 台 排 队 系统 主要 指标 计算 方法 ， 并 
介绍 了 排队 系统 优化 的 基本 方法 。 主 要 内 容 如 下 : 

1. 基本 概念 

(1) 一 般 表示 : 排队 系统 由 输入 、 排 队 规则 、 服 务 机 构 构 成 。 

(2) 三 个 特征 : 输入 过 程 (独立 、 平 稳 )、 排 队 规则 (FCFS、LCFS、PR、SIRO)、 服 务 机 构 ( 单 、 
于 弟 志 并 

(3) Kendall 分 类 方法 : 输入 /输出 /服务 台数 /系统 容量 /顾客 源 数 /服务 规则 。 


(4) 主要 指标 与 相互 关系 : ,二 AW, 或 W 一 时 ， 已 或 W,= 旦 ， 
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Ee a se 





W,=W+i,L =ht+2 ,= Dap = Dn—)P,. 
+ 2 Pea | 


(5) 输入 和 输出 : Poisson 流 、 指 教 分 布 、 上 阶 Erlang 分 布 ， 经 验 分 布 。 
2. 生死 过 程 





由 过 率 图 四 C, 一 4A， C=1, P,=C,P,, P, = 1/ DC,. 
ptm" pop | 


3. 排队 系统 模型 


M/M/1/c= 








4, n<N ,nn<N a 
M/M/1/N/e2: 2 一 | Sa ppmC—{ 2 -i 
0, n>N 


m! A ) 


M/M/1/co/m: hi=(m—nt De fra < 





0， n>m 
M/M/s/co/co， M/M/s/N/cc， M/M/s/o% 下 


ml! MN 
- ee 
Cm—m! 下 ) pa 


2 KAA | snEm 








ma—m! 疯 
NEN 0 n>m 
I， 系统 优化 ，min 成 本 一 服务 成 让 未 等 竺 成 本 2 
ir™ DR 
Xk 2 XL “ 
i Ww 
LN， 关 健 术语 2 、 ,> 
排队 论 (QNkanl Theory) 输入 (mport) 
输出 (Expert) 服务 机 构 (Service) 
顾客 源 (Customer Resource) 系统 容量 (Capacity of System) 
排队 规则 (Queuing Discipline) 泊 松 流 (Poisson Process) 
指数 分 布 (Exponential Distribution) 埃 尔 朗 分 布 (Erlang Distribution) 
经 验 分 布 (Empirical Distribution) ” 肯 德 尔 记号 (Kendall Notation) 
利 特 尔 公式 (Little Formula) 平均 队长 (Expected Value of Team Length) 
平均 逗留 时 间 (Expected Value of Sojourn Time) 
平均 排队 长 (Expected Value of Queue Length) 
平均 等 待 时 间 (Expected Value of Waiting Time) 


知识 链接 








也 











有 关 排 队 问题 的 证 明 及 其 他 排队 模型 ， 可 阅读 : 胡 运 权 等 编著 . 运筹 学 基础 及 应 
清华 大 学 出 版 社 ，2008. 第 5 版 . 第 249 一 289 页 ; 有 关 排 队 问题 的 WinQSB 及 Exce 
作 ， 可 阅读 《运筹 学 实验 指导 》。 
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一 习 题 


1. 排队 系统 由 哪 几 部 分 构成 ? 

2. 试 绘制 下 列 服务 系统 结构 图 ， 

(1) 单 队 单 服 务 台 。 

(2) 单 队 多 服务 台 并 联 。 

(3) 平行 的 多 队 多 服务 台 。 

(4) 单 队 多 服务 台 串 联 。 

3. 写 出 Kendall 记号 表达 式 。 

4. 写 出 主要 指标 虐 ,，L,，W,，W, 之 间 的 关系 (Little 公式 )。 

5. 若 到 达 服 从 泊 松 分 布 PCD 一 ce- 六 Oo， 1， Fe 册 表 示 人 8 1/4 又 
表示 什么 ? a 

6. 车 服务 时 间 服 从 指数 分 布 /(4) 二 pe 40， 册 六 表示 什么 ? 1/4 又 表示 什么 ? 

7. SW M/M/s/cc/co 生 死 过 程 速率 图 .SA 

写 出 具有 优先 服务 权 的 普通 优先 级 平均 逗留 时 间 计 算 公式 。 

9. ed 扫 须 客 到 这 数量 进 杨 K 半 全 的 记录 (如 表 11-3 所 示 )， 请 统计 频数 ， 并 

检验 是 否 服务 泊 松 分 布 。 \ 








A Wl-3 顾客 到 达 记 录 ” Ww 

2 2 
al 4 月 | 5 月 | 6 月 ||、 包月 3 月 器 和 月 咱 柄 月 几 6 月 
1 日 | 17 | zz 中 51 las |16|24|13|13 | 2 
2 日 | 19 15 We | 17 | 2 | hsel 19 | 26 | 8 |15|30 | 18 











3 日 16 XY 18 28 27 24 | 19 日 20 15 22 16 25 13 
4 日 13 16 16 20 17 28 | 20o 日 16 17 11 22 24 26 
5 日 17 20 27 29 22 19 | 21 日 16 15 19 好 11 26 
6 日 11 24 23 20 26 20 |‖22 日 | 20 22 25 25 25 22 
7 日 15 22 17 18 22 22 | 23 日 18 16 22 31 17 15 
8 日 25 22 15 13 19 23 | 24 日 24 25 25 18 20 16 
9 日 26 17 19 16 17 14 |‖ 25 日 18 24 i Lu 28 26 
10 日 20 19 14 17 22 17 |‖26 日 | 21 22 20 29 16 20 






































11 日 21 23 14 20 26 20 |‖ 27 日 15 21 25 1 14 12 
12 日 11 16 24 17 25 16 |‖28 日 19 21 18 17 22 16 
13 日 20 21 23 24 22 19 | 29 日 29 21 15 20 25 
14 日 29 24 20 25 22 16 | 30 日 23 23 19 26 26 
15 日 22 20 21 26 18 20 |‖31 日 | 22 26 22 















































16 日 25 19 18 16 21 29 
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Re ss 人 





10. 某 心理 学 专家 进行 心理 咨询 ， 前 来 咨询 的 顾客 服从 泊 松 分 布 ， 平 均 3 人 /h 到 达 ; 
咨询 时 间 服 从 指数 分 布 ， 平 均 对 每 个 顾客 咨询 时 间 为 15min。 由 于 机 会 难得 ， 故 当 专家 繁 
忙 时 ， 顾 客 就 排队 等 待 ， 直 到 接受 完 咨 询 服务 后 离 去 。 问 : 

(1) 平均 有 多 少 顾客 在 排队 等 待 ? 

(2) 顾客 平均 等 待 时 间 为 多 长 ? 

11. 在 第 10 题 中 ， 若 顾客 发 现 排队 人 数 达到 8 人 随即 离 去 ， 则 上 述 结果 又 是 如 何 ? 
12. 某 工厂 机 加 车 间 有 10 台 自 动车 床 ， 由 1 名 技术 工人 负责 看 管 。 当 车 床 需 换 料 或 刀 
具 出 现 问题 时 就 自动 停 下 来 等 待 工人 处 理 。 根 据 统计 ， 停 机 间隔 时 间 平 均 1h， 并 服从 泊 
松 分 布 ; 工人 处 理 时 间 需 3min， 服 从 指数 分 布 。 问 : 

(1) 平均 有 多 少 台 机 器 在 等 待 处 理 _ 
(2) 从 机 器 停机 到 处 理 完毕 重新 运转 平均 时 间 是 多 少 ? 伦 











(3) 工人 空闲 的 概率 是 多 少 ?繁忙 率 是 多 少 ? CXK 
13. 某 加 油 站 有 3 个 油 奈 ， 前 来 加 油 的 汽车 平均 本、 
油 一 辆 汽车 平均 要 用 5min， 服 从 指数 分 布 。 问 ， /下 

(1) 平均 等 待 加油 的 车 辆 数 是 多 少 ? NS 

(2) 每 辆 车 平均 等 待 时 间 是 多 少 ? -六 

(3) 车 到 时 不 需 等 待 立即 可 加 油 的 概率 是 多 少 ? 

(4 至 少 1 MR , 

14. 在 第 13 题 中 如 果 等 待 加 油 的 车位 具有 10 个 ， 上 上 壕 情况 又 该 如 何 ? 

15. 某 工厂 的 40 台 数控 竺 床 由 5 人 看 管 ， 每 合 机 器 加 工 1 件 产品 需 lh， 加 工 完 后 机 
器 自动 停机 等 待 工人 处 蝇 ” 每 个 工人 处 理 1 台 机 器 的 夺 间 平均 为 smin。 设 停机 的 概率 服 
从 泊 松 分 布 ， 处 理 时 间 服 从 指数 分 布 。 工 厅 有 两 种 方案 : 一 是 将 40 台 机 器 分 给 5 名 工人 ， 
每 人 看 管 8 全 以 月 责 任 二 是 40 台 机 绒 直 5 名 工人 联合 看 管 ， 以 发 挥 相互 协作 作用 。 
要 求 : 入 

(01) 在 联合 看 管 情况 下 ， 待 调整 设备 平均 等 待 时 间 。 

(2) 在 联合 看 管 情况 下 ， 平 均等 待 设备 的 台数 。 

(3) 在 联合 看 管 情况 下 ， 设 备 不 需 等 待 立即 可 进行 调整 的 概率 。 

(4) 在 联合 看 管 情况 下 ， 工 人 平均 繁忙 率 。 

(5) 在 分 工 看 管 情况 下 ， 上 述 各 项 指标 。 

(6) 将 联合 看 管 与 分 工 看 管 进行 比较 ， 哪 一 种 方法 更 好 。 

16. 某 自 动 取款 机 平均 每 2min 到 达 一 名 顾客 ,对 40 名 顾客 取款 时 间 进行 了 记录 
如 下 : 





从 泊 松 分 布 ; 每 个 油泵 加 




















0 
1 
试 求 顾客 在 系统 中 平均 等 待 时 间 是 多 少 ? 队长 平均 有 多 长 ? 
17. 某 汽车 清洗 公司 采用 自动 清洗 设备 ， 清 洗 每 辆 车 需 5min， 前 来 清洗 的 汽车 平均 到 
达 率 为 8 辆 /h， 服 从 泊 松 分 布 。 求 : 
(1) 在 清洗 公司 排队 等 待 清洗 的 汽车 平均 有 多 少 ? 


4 2 
0 0 
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(2) 每 辆 车 平均 逗留 时 间 是 多 少 ? 

18. 某 审批 业务 需 经 过 4 个 部 门 ， 为 提高 行政 效率 建立 了 行政 审批 中 心 ， 实 行 联合 办 
公 流 水 作业 ， 每 个 部 门 审批 时 间 平 均 为 20min， 都 服从 指数 分 布 ; 每 小 时 有 2 名 顾客 前 来 
办 理 审批 业务 。 问 : 

(1) 平均 每 个 顾客 逗留 时 间 是 多 少 ? 

(2) 在 审批 中 心 办 理 业务 的 顾客 平均 数 是 多 少 (包括 正在 办 理 和 排队 等 待 办 理 的 )? 

19. 某 高 速 公路 收费 站 平均 每 min 有 10 辆 车 到 达 ， 服 从 泊 松 分 布 ， 每 个 收费 窗口 平 
均 对 每 辆 车 收费 时 间 平 均 为 15 秒 ， 服从 指数 分 布 。 若 使 排队 等 待 的 汽车 平均 数 不 超过 10 
辆 ， 收 费 窗口 的 繁忙 率 为 70%， 应 设 几 个 收费 窗口 ? 

20. 某 医院 急诊 科 平均 诊治 一 位 病人 需 20min， 服 从 指数 分 布 ; 患者 到 达 率 为 2 人 /h， 
其 中 有 10% 为 抢救 病人 ， 若 有 抢救 病人 到 达 时 ， 优先 为 其 诊治 ， es 
均 要 耗费 多 长 时 间 ? 

21. 案例 一 ”请 阅读 案例 11 - 2， 并 帮助 公司 提 由 








22. 案例 二 ”阅读 案例 11 - 3， 并 提出 决策 建议 。 





23. 实验 一 
【实验 目的 】 
【实验 内 容 】 
【实验 要 求 】 


24. 实验 SNY 


【实验 目的 】 
【实验 内 容 】 
【实验 要 求 】 


| 第 境 排队 论 





a 
> 利用 WinQSB 求 解 第 9 题 》” 
大 出 实 验 报告 。 ”下 和 


f 


掌握 Excel 求解 排队 问题 的 操作 方法 。 
利用 Excel 求解 求 案例 2。 
写 出 实验 报告 。 











才 学 目标 


知识 目标 。 











区 本 应 用 方向 
1. 了 解决 策 分 析 的 类 型 、” “一 1. 能 够 对 管理 让 的 实际 问题 正确 建立 决策 | 管理 中 的 
2. 掌握 不 确定 型 决策 的 次 策 准 则 (乐观 准 | 《模型 % 决策 问题 


则 、 翡 观 准则 、 乐 观 系 数 准则 、 等 概率 
准则 、 最 小 启 悔 值 准则 ) 


. 掌握 风险 型 决策 的 方法 (最 大 收入 、 最 小 


风险 以 及 利用 风险 厌恶 度 进行 决策 ) 


. 掌握 贝 叶 斯 准则 的 决策 步骤 
. 掌握 效用 的 绘制 方法 及 结果 解释 
.了解 Pareto 最 优 的 操作 方法 





2. 了 能够 利用 WinQSB、Excel 对 不 确定 型、 
风险 型 、 进 行 决策 
3. 对 贝 叶 斯 决策 的 操作 能 利用 Excel 快速 
求 得 后 验 概率 ， 并 结合 使 用 插件 treep- 
lan. xla 绘制 决策 树 进 行 决策 
4. 会 绘制 效用 曲线 ， 了 解 Pareto 最 优 的 
应 用 








本 aas 人 人 














不 确定 型 





则 、 后 悔 值 准则 


风险 型 
概率 已 知 






风险 型 
概率 有 待 进 
一 步 确定 












冒险 、 中 间 型 ) 


国 ”导入 案例 XA 


而 和 六 量 闫 和 


某 面包 店 每 天 早 展 烤 制 面包 ， 生生 记 本 0 6 元 ， 外 价 1 窜 ] 者 当 a de 
个 0.4 元 )， 每 烤 1 箱 生产 100 他 < 很 锋 以 往 销售 情况 统 
个 ) 和 3 箱 (300 个 )。 x > 二 

问题 ， NN 严 

和 天内， 应 生产 多 少 六 而 他 ?> 
l 情 耽 统 计 ， 每 天 销售 100 个 的 慨 率 为 0.3; 销售 200 个 的 概率 为 0.5; 销售 300 个 的 
et 问 每 生产 多 少 个 为 宜 ? 

在 管理 中 ， 经 常 遇 到 选择 方案 的 行为 ， 称 为 决策 。 其 目的 是 从 多 种 方案 中 做 出 正确 的 
选择 ， 以 便 获 得 好 的 结果 或 达到 预期 的 目标 。 管 理 国家 、 企 业 、 军 队 、 学 校 …… 时 刻 都 过 
到 大 大 小 小 的 决策 问题 。 西 蒙 (A. Simon) 有 人 句 名 言 :“ 管 理 就 是 决策 ”。 就 是 说 管理 的 核心 
是 决策 ,决策 的 失误 是 最 大 的 失误 。 

本 章 将 介绍 决策 的 分 类 与 决策 过 程 ， 不 确定 型 决策 、 风 险 型 决策 、 马 氏 链 决策 的 准则 
或 方法 。 
























12. 1 决策 分 类 与 决策 过 程 
12.1.1 决策 的 分 类 
决策 可 以 从 不 同 的 角度 进行 分 类 。 
1. 按 性 质 的 重要 性 分 类 一 一 战略 决策 、 策 略 决 策 和 执行 决策 
战略 决策 涉及 组 织 发 展 和 生存 有 关 的 全 局 性 、 长 远 性 问题 的 决策 ， 如 新 产品 开发 方向 
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的 选择 等 ; 策略 决策 是 为 完成 战略 决策 所 规定 的 目标 而 进行 的 决策 ， 如 产品 规格 的 选择 
等 ; 执行 决策 是 根据 策略 决策 的 要 求 对 执行 行为 方案 的 选择 ， 如 产品 合格 标准 的 选择 等 


2. 按 决策 的 结构 分 类 一 一 程序 决策 和 非 程 序 决策 


程序 决策 是 一 种 有 章 可 循 的 决策 ， 一 般 是 可 重复 的 。 如 各 级 人 代 会 每 年 对 一 府 两 院 报 
告 所 作 的 决议 ; 非 程序 决策 一 般 是 无 章 可 循 的 决策 ， 通 常 是 一 次 性 的 ， 如 对 汶川 大 地 震 的 
抗震 救灾 的 部 署 。 


3. 按 定量 和 定性 分 类 一 定量 决策 和 定性 决策 


描述 决策 对 象 的 指标 都 可 以 量化 时 ， 可 用 定量 决策 ， 否 则 只 能 用 定性 决策 。 总 的 发 展 


趋势 是 尽 可 能 地 把 决策 问题 量化 。 入 


4 按 决 策 环境 分 类 确定 型 决策 ， 风 险 型 决策 和 不 铺 写 型 策 


确定 型 决策 是 指 决策 环境 是 完全 确定 的 ， th 结果 也 是 确定 的 ， 风 险 型 决策 
是 并 决策 的 环境 不 是 完全 确定 的 ， di 的 ， 不 确定 型 决策 则 是 指 决策 者 
对 未 来 状态 的 概率 一 无 所 知 ， ln 


5. 按 决策 过 程 的 连续 性 分 类 A 


单项 决策 是 趾 指 凝 个 决策 过 程 只 从 次 决策 就 得 到 结 结果 六 说 贯 决策 是 指 整个 决策 过 程 由 
一 系列 决策 组 成 。 ee 


12.1.2 决策 过 程 = A 


作为 一 个 完整 斤 角 红 病 过 程 ， 一 般 应 他 加 下 几 个 阶段 : 确定 目标 、 收 集 信息 、 拟 订 方 
案 、 方 案 优选 方案 实施 与 反馈 。 

目标 的 确定 应 既 要 考虑 先进 性 ， 又 要 考虑 可 行 性 。 目 标 不 先进 ， 就 不 能 鼓舞 人 们 奋发 
向 上 ; 目标 太 超前 又 会 使 人 们 丧失 信心 。 

在 日 标 确定 之 后 ， 就 要 收集 与 日 标 相关 的 各 项 信息 。 信 息 收集 要 体现 完整 性 、 有 用 性 
和 时 效 性 。 信 息 收集 不 能 是 支离破碎 的 ， 而 应 该 是 系统 的 ， 有 用 性 要 求 收集 信息 不 是 泛泛 
的 ， 而 是 与 目标 紧 紧 相关 ， 以 节约 成 本 ， 同时， 收集 的 信息 不 能 是 过 时 的 。 

拟订 的 方案 必须 是 可 行 的 ， 而 且 应 有 多 个 方案 ， 以 备 优选 。 

方案 一 旦 被 选中 ， 就 是 付 诸 实施 ， 在 实施 过 程 中 要 把 实施 情况 与 拟订 的 方案 进行 比 
较 。 如 果 发 现 偏差 应 分 析 原因 。 如 果 是 执行 的 问题 ， 应 强化 执行 力 ; 如 果 是 方案 有 问题 ， 
需 追 踪 决策 ， 调 整 方案 。 

一 个 完整 的 决策 包含 下 面 5 个 要 素 : 一 是 决策 者 ， 如 引 例 中 的 房地产 开发 商 ; 二 是 有 
两 个 以 上 的 备 选 方案 ， 如 引 例 中 的 商业 开发 、 住 宅 开 发 和 土地 出 售 ; 三 是 不 以 人 们 意志 为 
转移 的 自然 状态 ， 如 引 例 中 的 市 场 需求 高 、 中 、 低 ; 四 是 各 方案 在 不 同 状态 下 的 益 损 值 ; 
五 是 衡量 各 种 结果 的 评价 标准 。 
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12. 2 不 确定 型 决策 


不 确定 型 决策 ， 依 决策 者 承担 风险 能 力 和 主观 偏好 而 采取 不 同 的 准则 。 主 要 有 : 乐观 
准则 、 翡 观 准则 、 乐 观 系 数 准 则 、 等 概率 准则 、 最 小 后 悔 值 准则 。 所 需 资料 包括 : 两 种 以 
上 的 自然 状态 (5 )， 两 个 以 上 的 备 选 方案 (di ) ， 益 损 值 矩阵 (4 一 {o ))。 


1. 乐观 准则 


乐观 准则 也 称 大 中 取 大 准则 。 是 先 求 出 在 每 个 行动 方案 中 的 各 个 自然 状态 的 最 大 效益 
值 ， 再 从 这 些 最 大 效益 值 中 找 出 最 大 值 。 采 取 这 种 准则 要 求 决策 者 有 较 强 的 承担 风险 能 力 
和 敢 冒 风险 的 乐观 主义 精神 。 对 于 种 自然 状态 、rm 个 备 选 方 案 , 汀 : 

















【 例 12. 1】 利用 乐观 主义 准则 对 导入 案例 进 答 决 策 。 
解 在 导入 案例 中 ， 若 每 天 生产 100 个 人 由 于 销售 可 能 最 少 为 100 个 ， 即 可 全 部 销售 
出 去 ， 则 权利 为 ， 100X (1.0 一 0. 每 天 生产 200 个 ， 则 在 需求 不 少 于 200 个 
时 ， 故 利 为 200X(1.0 一 0.6) 王 80 200 个 而 需求 为 100 个 ， 则 和 覆 利 为 ，100 XX 
(1.0 一 0.6) 一 100X(0.6 0 全 2 即 : 2 

恒利 二 销售 数量 X( 销 一 单位 成 本 ) 一 和 全 单位 成 本 一 折扣 价 ) 

由 此 得 益 损 值 矩 阵 ( 表 12-1)。 Re 












值 矩 阵 
























生产 100 个 i 40 40 40 
生产 200 个 ds 20 80 80 
生产 300 个 ds 0 60 120 

max 

40 40 40 40 

A=|20 80 80 80 

0 60 120 120 

max 120 


即 ， 冒 风险 选择 生产 300 个 ， 一 且 市 场 需求 好 ， 可 盘 利 120 元 。 
2. 悲观 准则 
悲观 准则 也 称 华 尔 德 CWald) 准 则 ,是 先 求 出 每 个 行动 方案 中 的 各 个 自然 状态 下 的 最 
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小 效益 值 ， 再 从 这 些 最 小 效益 值 中 找 出 最 大 值 ， 故 也 称 为 max min 准则 。 对 承担 风险 能 
力 比 较 弱 和 不 愿 冒 风险 的 决策 者 可 采取 这 种 准则 。 对 于 nn 种 自然 状态 、m 个 备 选 方 
案 ， 有 : 


【 例 12. 2〗 对 导入 案例 利用 悲观 主义 准则 进行 决策 。 
解 


min 
40 40 40] 40 
4 一 80 80 20 天 


0 60 120 0 


即 ， 最 优 方案 : 生产 100 个 ， 可 稳 获 40 元 盈利 。 < 
3. 乐观 系数 准则 







现 可 能 性 都 不 大 ， 故 赫 威 斯 提 出 了 一 则 ， 用 一 个 乐观 系数 a(0<a<1) 将 最 大 效益 


乐观 系数 准则 亦 称 折 囊 准则 或 赫 威 si 由 于 绝对 乐观 或 绝对 悲观 的 实 
值 和 最 小 效益 值 进 行 折 中 ， 并 从 拆 申 值 中 找 出 最 大 值 ， 所 对 应 的 方案 即 为 最 优 方案 。 即 : 


[知识 要 点 提醒】 乐观 系数 乘 以 乐观 从 (最 大 值 )， 悲观 系数 乘 以 悲观 值 (最 小 值 ) 。 
【 例 12. 3】 对 导入 案例 利用 乐观 系数 准则 进行 决策 (乐观 系数 取 0. 6) 。 
解 


a max 十 (1 一 wmin 





4 一 |20 80 80 


40 40 4010.6X40 十 0.4X40 一 40 
| eereewars 


0 60 120J0.6X120 十 0.4X0 一 72 
max 一 72 


即 ， 最 优 方案 : 生产 300 个。 
4. 等 概率 准则 


等 概率 准则 又 称 拉 普 拉 斯 (Laplace) 准 则 ,是 按照 等 可 能 的 思想 在 决策 过 程 中 将 各 种 


第 12 章 “决策 分 析 《 SS 


状态 以 相同 的 概率 计算 出 期 望 值 ， 再 求 其 最 大 期 望 值 ， 以 此 作为 选择 方案 的 依据 。 即 : 


【 例 12. 4〗 ”对 导入 案例 利用 等 概率 准则 进行 决策 。 
解 : 
40 40 40] (40 十 40 十 40)/3 一 40 
和 80 | (20 十 80 十 80)/3 一 60 
0 60 120」 (0+60+120)/3=60 


max 一 60 


即 ， 最 优 方案 : 生产 200 个 或 300 个 。 
5. 最 小 后 悔 值 准 则 


假设 决策 者 以 乐观 准则 决策 时 ， 选 择 生产 300 
收益 。 但 却 销售 了 100 个 ,决策 者 将 无 艇 利 . 






$ 


悔 当初 不 如 选择 生产 100 个 ， 可 


S&S 


市 场 需求 高 而 获得 120 万 的 





稳 获 40 元 的 收益 ，40 一 0 一 40 wri 值 准则 的 操作 步骤 如 下 ， 
(1) 求 出 每 种 自然 状态 的 各 行动 方 和 大 收益 值 。 







(2) 以 每 种 自然 状态 下 的 最 
(3) 对 每 个 方案 找 出 最 大 | 
方案 即 为 最 优 方案 。 用 公式 表示 为 : 


该 状态 各 方案 收益 值 而 得 到 后 悔 值 短 阵 。 
各 方案 的 最 胸中 六 出 最小 们 ， 计 对 册 的 
XC | 








40 40 
A=|20 80 
0 60 


max40 80 
由 公式 六 =maxy a 求 后 悔 矩 阵 得 : 


40 一 40 ”80 一 40 ”120 一 40 
R= {r;} [ 20 80 一 80 ”120 一 80 


0 40 
40 一 0 80 一 60 120 一 120 40 20 











即 ， 最 优 方案 : 生产 200 或 300 个。 


max 
80] 80 
| 40 
0 40 
min 一 40 
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12. 3 ”风险 型 决策 


12. 3. 1 风险 型 决策 。 收益 最 大 化 与 风险 最 小 化 


对 于 先 验 概率 问题 ， 通 常 采取 最 大 收益 期 望 值 法 ， 即 计算 各 方案 收益 的 期 望 值 ， 从 中 
找 出 最 大 者 ， 对 应 的 方案 为 最 优 方案 。 然 而 ， 对 于 风险 型 决策 ， 人 们 喜欢 收益 而 厌恶 风 
险 ， 追求 高 收益 和 低 风险 双 目 标 。 但 高 收益 和 低 风险 两 个 目标 不 能 兼 得 ， 一 般 收益 高 的 风 
险 就 大 ， 而 风险 小 的 收益 也 低 。 解 决 的 办 法 : 一 是 在 风险 确定 时 求 收益 的 最 大 化 ;二 是 在 
收益 确定 时 求 风险 的 最 小 化 ， 三 是 引进 一 个 风险 厌恶 度 ， 将 西 个 目标 合并 成 一 个 目标 , 求 
综合 风险 收益 率 的 最 大 化 。 

收益 通常 以 益 损 值 的 期 望 值 来 表示 ， 风 险 的 绝对 指标 以 标准 差 表示 之 ， 相 对 
指标 则 以 变异 系数 表示 。 SS 


1. 风险 确定 时 求 期 望 收益 最 大 化 
假设 w 为 可 接受 的 变异 系数 ， oa mm 条 件 下 的 收益 期 望 


值 的 最 大 值 。 即 : 






sree re ee, 
二 i 





2. Pe 


假设 yw 为 可 接受 的 期 望 收益 ， 则 最 优 方案 是 在 期 望 收益 不 小 于 mm 条 件 下 变异 系数 或 
标准 差 的 最 小 值 。 即 : 





3. 给 定 风 险 厌 恶 度 下 综合 风险 收益 率 最 大 化 


引进 风险 厌恶 度 ， 使 风险 和 收益 两 个 目标 合并 成 1 个 目标 。 风 险 厌 恶 度 表 示 决 策 者 对 
风险 的 厌恶 程度 ， 范 围 为 0 一 la(0<a<1)。 风 险 厌 恶 度 等 于 1 表示 最 厌恶 风险 ， 是 最 保守 
的 态度 ; 风险 厌恶 度 等 于 0 表示 完全 不 考虑 风险 , 或 者 说 最 喜爱 风险 ,是 最 冒险 的 态度 ， 
等 同 于 最 大 收益 期 望 值 (EMV) 准 则 。 一 般 情 况 下 ， 风 险 厌 恶 度 为 a( 0 二 a 二 1)， 则 最 优 方 
案 是 : 
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EE a 











Fae max (Cl a a (1 12 





【 例 12.6】 在 导入 案例 中 回答 下 列 问题 : 

(1) 当 变 异 系数 不 大 于 60%% 时 ， 生 产 多 少 个 可 使 收益 期 望 值 最 大 ? 

(2) 当期 望 收益 不 小 于 60 元 时 ， 生 产 多 少 个 可 使 风险 最 小 ? 

(3) 当 给 定 风险 厌恶 度 为 0.6 时 ， 如 何 进行 决策 可 使 收益 尽 可 能 大 ， 而 风险 尽 可 
能 小 ? 

解 在 Excel 中 输入 图 12. 1 所 示 的 数据 信息 和 公式 












































A i 卫 了 6 
需求 > 100 200 300 指标 计算 
Ez 概率 ~ 0.3 .0.5 .0.2 期 望 值 变异 系数 
3 生产 100 个 tl ‘40 40 10 =SUMPRODUCT ID5:5. $B$2: $182) =SQRT (SPRONUCTC 0 1-E3) "2 4 和 2 :9092)] =F3/E3 
| 4 | 生产 200 个 2 20 80 80 =SUMPRODUCT (B4:D4, $B$2:$D$2) =SQRT (SUMPRODVCT (1B4:D4=E4) 2, $B$2:$D$2)) =F4/E4 
[5 | 生产 300 个 2 0 60 ‘120 =SUMPRODUCT (B5:D5, $B$2:$n$2) =SQRT (SUMPRO D5-E5)’2, $B$2: $n$2)) =F5/E5 
|e <MAX (E3: 5) INF3:FS) YX =NIN (G3:65) 
| 风险 厌恶 度 4 方案 [和 
8 |0.6 dl = (1-$ASB)#ES-$ASB#F3 
|a 上 2 (= cee 
10 Ea SA 8)+F5-$A6+F5 


图 12. 1 风险 决策 BT TR 
图 中 在 E3 单元 格 输入 公式 : SUMPRODUCT(B3: D3，$B$2; $D$2)” 前 复 
制 到 下 两 个 单元 格 ， dy 对 SE 单元 格 ) 即 流通 党 的 期 望 值 法 所 确定 的 最 
优 值 。 B x 
【操作 小 技巧 在 Exed -i 元 格 绝对 引用 [不必 手工 键入 “$$"， 在 选择 了 单 
元 格 区 域 后 按 “F4” 即 可 ， 如 * “=SUMPRODUCT B3: D3，B2; D2)” 选 择 B2; D2 区 
域 后 按 F4， 得 图 中 的 公 st。 其 目的 是 复制 时 各 挡 单 元 格 区 域 固 定 不 变 。 
在 F3 和 G3 单元 格 输入 图 中 所 示 公 \ 式 滥 制 到 F4: G5 单元 格 区 域 ， 得 标准 差 和 变异 
系数 。F8: F160 为 公式 12. 8。 
建立 上 述 模型 后 ， 由 图 12. 2 可 见 : 
(1) 当 变 异 系数 不 大 于 60% 时 ， 期 望 值 最 大 的 为 62 元 ， 对 应 的 方案 为 生产 200 个 。 
(2) 收益 值 不 小 于 60 元 时 ， 变 异 系数 最 小 的 为 44. 3%， 最 优 方案 也 是 生产 200 个 。 
(3) 风险 厌恶 度 不 0. 6 时 ， 生 产 200 个 为 最 佳 方案 。 






























本 画 王 丽 ] E -i 
1 入 > 100 200 300 指标 计算 
2 概率 ~ 0.3 0.5 0.2 期 望 值 “标准 差 ”变异 系数 
3 生产 100 个 al 40 40 10 34 12 0.352941 
下 | 生产 200 个 2 20 80 80 B2 27. 49545 0. 443475 
生产 300 个 了 2 0 B80 120 54 42 0.777778 
6 62 12 0. 352941 
风险 厌恶 度 方案 ”人 -orac 
8 0.6 dl 6.4 
9 E33 8.302727 
10 本 -3.6 





图 12. 2 风险 决策 Excel 模型 


12. 3. 2 信息 的 价值 


若 决策 者 通过 预测 调查 或 咨询 ， 若 能 确定 何 种 自然 状态 出 现 ， 并 依 此 进行 决策 ， 则 称 
为 完全 信息 收益 期 望 值 (Expected Profit of Perfect Informaiton，EPPI) 。 完 全 信息 期 望 
值 EPPT 与 无 信息 时 最 大 收益 期 望 值 EMVW 之 差 : 











VPRJ 一 上 PR 一 EMV> Sel] 





称 为 完全 信息 的 价值 (Expected Value of Perfect Information，EVPI)。 可 见 ， 当 实际 调 

查 或 咨询 费用 大 于 EVPT 说 明 调 查 或 咨询 无 意义 。 

【 例 12.7】 在 导入 案例 中 ， 若 面包 店 通过 电话 订购 、 采取 上 门 送 货 ， 面包 店 按 订购 

数量 生产 ， 但 面包 店 要 支付 给 服务 员 20 元 的 上 门 服务 费 ， 此 种 方案 是 否 可 

解 ”在 不 同 订货 下 (不 同 需求 )， 面包 店 的 最 优 策略 是 接 需 求 数量 生产 ， 此 时 完全 信息 

期 望 值 为 76 元 ( 见 图 12. 3(b))， 公 Eee 12:3(0)) 
\ 



































[ A 1 7 也 > 1 [| 
需 束 100 J200 /300 到 1 |100 200 300 
概率 -0.3 i0.5 ~ op ™ EFPI [2 |0.3 0.5.0.2 EPPI 

3 | 完全 信息 时 的 最 忧 策略 100 200 a 和 | 3 |100 200 300 
完全 信息 时 的 收入 /元 “=0. 4+B1 “=0,4#Ch =0. 44D1 | 40 80 120 
Pjaj =B2rB4 v=CesC4 =D2rD4 SU (B5: D5 Se 5 12 40 24 76 

Ve 2 (b) 





。 图 1 信息 的 价值 风险 决策 Excel 模型 
由 例 12. 5 可 知 ， 无 偿 息 最 大 期 望 值 为 EMW 62 元， 信息 的 价值 
WW ,1 EVPI=EPPITEMMV 一 76 一 62 一 14 元 
而 支付 的 送 货 费 为 20 元 ， 高 于 信息 的 价值 ， 方 案 不 可 取 。 


12. 3. 3 序 贯 决策 及 决策 树 


在 复杂 的 决策 问题 中 ， 往 往 要 碰 到 连续 地 进行 多 次 决策 ， 这 种 决策 称 为 序 贯 决策 。 而 
决策 树 是 序 贯 决策 的 有 效 工 具 。 决 策 树 由 决策 点 、 事 件 点 、 树 枝 和 树 梢 构成 。 
决策 点 以 口 表 示 ， 决 策 者 应 当 在 决策 点 从 若干 策略 中 进行 抉择 ， 
事件 点 (或 称 状态 点 ) 以 品 表 示 ， 在 每 个 策略 确定 之 后 ， 可 能 遇 到 发 生 不 同 的 事件 和 
树枝 表示 一 个 策略 或 事件 。 
树 梢 表示 各 事件 的 结果 。 
决策 树 的 绘制 可 由 Excel 插件 treeplan. xla 实现 ， 有 关 该 软件 的 使 用 方法 ,在 12.4 中 
-并 列举 。 
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12.4 贝 叶 斯 决策 


12.4.1 贝 叶 斯 决策 的 基本 概念 
1. 先 验 概率 (prior probability) 


概率 是 事件 发 生 可 能 性 的 客观 度量 ,但 在 很 多 实际 问题 中 ， 对 事件 发 生 的 可 能 性 缺乏 
客观 的 统计 资料 ， 这 时 决策 者 依据 有 限 资料 或 赁 自己 的 经 验 进行 估计 ， 由 这 种 估计 得 到 的 
事件 的 发 生 概率 称 为 先 验 概率 或 称 为 主观 概率 。 


2. 贝 叶 斯 公式 和 后 验 概率 (posterior probability) 


所 谓 贝 叶 斯 (Bayes) 决 策 是 贝 叶 斯 公式 在 决策 中 的 应 Rat 贝 叶 斯 公 
式 ( 也 称 为 逆 概 公式 ) 如 下 : 





Ye 









称 为 全 概 公式 。 > 

式 12.10 和 式 12. Th 中 7 9 ) 为 先 验 概率 、 Ph fh ) 是 由 样本 获取 的 信息 ，P(A, | 
) 则 是 先 验 概率 经 样本 信息 修正 后 得 到 的 后 验 概率 : 当然 对 后 验 概率 如 果 继 续 样本 并 根据 
新 的 信 i 浊 原 有 的 梳 率 当 作 先 验 率 、 再 次 修正 后 的 概率 成 了 后 验 概 率 。 


12.4.2 案例 人 





分 析 该 问题 解决 的 思路 : 

(1) 决策 详细 勘探 还 是 不 详细 勘探 。 

(2) 不 详细 勘探 有 两 种 选择 : 钻井 和 土地 使 用 权 出 售 。 

(3) 详细 勘探 后 有 两 种 结果 : 一 是 试验 结果 好 .二 是 试验 结果 不 好 。 





/ 管理 运筹 学 (第 2 版 ) ye 


(4) 勘探 后 试验 是 钻井 还 是 出 售 土地 使 用 权 ? 若 钻井 有 油 的 概率 是 多 少 ? 
这 是 一 个 序 贯 决策 ， 可 用 决策 树 来 解决 。 但 在 绘制 决策 图 树 前 应 计算 在 详细 勘探 后 其 
结果 好 与 不 好 的 条 件 下 有 油 的 概率 ， 这 就 涉及 贝 叶 斯 决策 。 

解决 方案 : 

(1) 利用 贝 叶 斯 公式 计算 试验 结果 好 (Bi; ) 与 不 好 (B;) 条 件 下 有 油 的 概率 。 

已 知 专家 估计 ( 先 验 概率 ): 有 油 (A, ) 的 概率 P(Ai) 二 0.4,， 无 油 (A;) 的 概率 P(As) 
一 0.6; 

在 有 油 情况 下 试验 结果 好 的 概率 PCB, | Al) 二 0.9， 结果 不 好 的 概率 P(B, | Al) 
一 0. 1; 

在 无 油 情况 下 试验 结果 好 的 概率 P(B; | A:) 一 0.2， 结 果 不 好 的 概率 P(B。 | A:) 




















=0. 8; 松 
地 震 试验 结果 好 的 概率 : /XC 
PCB) 一 PCADPCGB | A)+P(AA PO 1 As) 
一 0.4X0. 9 十 0.6X0r :28 














试验 结果 好 情况 下 有 油 的 概率 : NSNE 
PCA)PCBK| AY 0.4X0.9_ 3 
P(A | B1) BB 0.48 一 4 
地 震 试 验 结果 不 好 的 概率 : “下 


P(B; )=PANPB, | A,) 十 P(A PB: | A;) 
~ 0 2X0. 1+0. 6X0. 30: | 
试验 结果 不 好 有 油 的 概 过 率 : 、 
P(A DREBA ja » “0.4X0.1_ 1 


RM 1B) PRB) > 0.52 13 
[操作 小 接 直 1 贝 叶 斯 公式 的 计算 过 程 可 在 Excel 中 进行 。B2，C4 单元 格 区 域 为 输 
人 的 已 知 数据 x 汾 别 为 有 油 、 无 油 的 先 验 概率 及 在 有 油 无 油条 件 下 试验 结果 好 与 不 好 的 概 
率 ; E3，E4 单元 格 为 实验 结果 好 与 不 好 的 概率 ， 为 式 12. 11( 全 概 公 式 ) 的 Excel 表达 式 ， 
F3:， G4 单元 格 区 域 则 为 后 验 概率 (图 12. 4) ， 计 算 显 示 结 果 如 图 12. 5 所 示 。 
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A [| 了 了 G 
1 i=1_ |i=2 
2 PHAi) I0.4 0.6 P (hl |Bi) P (A2 |Bi) 
3 FlIAi) 0.9 ‘0.2 PCBL) =SUMPRODUCT ($B$2:$C$2,B3:C3) =B$2#B3/$E3 ‘=C$2#C3/$E3 
4 IFP(B2|Ai) 0.1 ‘0.8 FP(B2) =SUMPRODUCT ($B$2.$C$2, B4:C4) =B$2#BA/$E4 =C$2*CA/$E4 





图 12.4 后 验 概率 的 Excel 计算 过 程 (公式 审核 模式 ) 














a 语 rE 
il |i=2 
2 PCGi) 0.4 0.6 PI|Bi) PO2|Bi) 
3 |P (1 |Ai) 0.9| 0.2' 01) 0.48 374 174 
a |P(B2|Ai) | 0.1| 0.8 PCG2) | 0.52 1713| 12/13 


图 12. 5 后 验 概率 的 Excel 计算 结果 
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treeplan. xla 插件 可 按 文件 名 从 网 上 搜索 ， 下 载 到 本 地 硬盘 ， 新 建 工 作 表 ， 执 行 菜单 
命令 :“ 工 具 / 加 载 宏 / 浏 览 ， 从 treeplan. xla 存放 路 径 选择 该 文件 /确定 "， 则 该 决策 树 插件 
就 出 现在 工具 菜单 中 ， 名 为 “Decision Tree…”。 操 作 步 又 如 下 : 

第 1 步 : 建立 初始 决策 节点 。 本 


此 问题 决策 者 有 2 种 选择 :详细 勘探 、 不 详细 其 
车 jew Tree | Cancel JHel 
探 。 光 标 置 于 工作 表 Al 单元 格 ， 从 菜单 选择 “ 工 es) re 


具 /Decision Tree…”， 弹 出 如 图 12. 6 所 示 界 面 ， 单 图 12.6 新建 决 策 树 界面 
击 New Tree 按钮 建立 新 的 决策 树 ， 生 成 决策 树 初始 
决策 节点 (图 12. 7)。 

D2、D7 单元 格 输入 决策 方案 名 称 “详细 勘 探 ” “不 详细 其 探 " ; D4 单元 格 输入 
“一 100” 表 示 详 细 勘 探 的 费用 支出 。 

第 2 步 : 建立 详细 勘探 后 续 节 点 。 

详细 勘探 有 2 种 可 能 “结果 好 ”“ 结 果 不 好 ”， 3 分别 为 0 48 和 0.52， 这 是 一 个 
状态 节点 。 鼠 标 置 于 F3( 注 意 : 人 再 次 执行 “工具 /Decision Tree 
…” 命 令 ， 弹 出 对 话 框 (图 12. 8) : 六 BS 


(2) 绘制 决策 树 图 。 
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12. 7 ”初始 决策 节点 默认 分 术 图 12.8 添加 节点 对 话 框 
选择 “Change go event node”( 添 加 状态 节点 )， 选择 “Two”(2 个 分 枝 )， 单 击 OK 
按钮 ， 添 加 了 状态 节点 (图 12.9)。 在 H2 和 H7 单元 格 输入 状态 名 称 “ 回 波 好 ”和 “ 回 波 
不 好 ”; 在 Hl 输入 0.48，H6 输入 0.52， 为 有 结果 好 与 不 好 的 概率 (注意 .概率 之 和 必须 
等 于 1)。 


alBlc| 3 | 了 lrlel x | 1 17| x 








问 同 辣 图 问 甩 网 











12. 9 添加 直接 钻井 后 的 状态 节点 





第 3 步 ， "不 详细 勘探 ”添加 后 续 节点 ， 有 2 种 选择 : “ 销 井 ”、“ 出 售 土地 "， 为 决策 
"命令 ， 弹 出 对 话 


节点 。 在 图 12. 9 中 选择 F13 单元 格 ， 再 次 执行 “工具 /Decision Tree…” 命 令 ， 
框 ( 图 12. 8): 节点 类 型 选择 Change to _ decision node( 决 策 节点 )， 分 枝 数 仍然 是 “Two”， 
单 击 OK 按钮 。 在 Hl2 和 HI17 输入 决策 方案 名 称 , 在 Hl4 和 H19 输入 钻 进 费 用 和 出 售 土 






























































地 收益 “一 200” 和 “240”( 图 12. 10) 。 
A Tsaic 了 了 lrle H i | 

| 

-100 

| 

-100 

-200| 

1 

240 








图 12.10、 

第 4 步 : 钻井 有 2 种 可 能 :， :入 、 “无 油 ”， 为 殿 大 得点 。 在 图 12. 10 中 光标 置 于 

JI3， 再 次 执行 “ “工具 /DecisionkTree… 方 令 ， 添加 2 个 分 枝 的 状态 节点 。L11 为 有 油 的 

a 4，L14 为 有 油 的 收益 ; L16 为 无 油 的 概率 (0 75)， 无 油 无 收益 ，L19 采取 默认 的 
”( 图 12.11D)。 2 YL Sy 




















图 12.11 添加 状态 节点 


分 别 选择 详细 勘探 后 2 个 状态 分 枝 末 尾 ， 按 照 第 3 步 和 第 4 步 同样 的 办 法 ， 
添加 决策 节点 和 状态 节点 。 不 过 此 时 勘探 后 结果 好 和 结果 不 好 的 条 件 下 有 油 和 无 油 的 概率 


第 5 步 : 
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ey a 


不 是 先 验 概率 ,而 是 后 验 概率 (图 12. 12)。 
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A SY 
< 一 图 12. 12 一 完整 的 决策 树 图 


决策 建设 、 直 图 12. 12 可 见 ， 详 细 勘 探 的 期 望 收益 为 288. 8 万 元 ， 直 接 角 井 期 望 收 关 
为 200 万 元 ， 鞋 地 出 售 收益 为 240 万 元 ， 期 望 值 最 大 的 是 详细 勘探 ， 为 最 优 方 案 。 详 细 其 
探 “结果 好 ”进行 钻井 ,“ 回 波 不 好 ” 则 出 售 土地 。 需 要 指出 的 是 上 述 决策 没有 考虑 风险 。 


12. 5 决策 分 析 中 的 效用 度量 





12. 5. 1 效用 的 概念 


在 决策 中 ,决策 者 的 个 性 、 才 智 、 胆 识 、 经 验 等 主观 因素 ,使 不 同 的 决策 者 对 相同 的 
益 损 问题 (获取 收益 或 避免 损失 ) 作 出 不 同 的 反应 ; 即使 是 同一 决策 者 ， 由 于 时 间 和 条 件 等 
客观 因素 不 同 ， 对 相同 的 益 损 问 题 也 会 有 不 同 的 反应 。 决 策 者 这 种 对 于 益 损 问 题 的 独特 感 
受 和 取舍 ， 称 之 为 “效用 (Utility)”。 

效用 的 概念 是 丹尼尔 ， 伯 努 利 (D. Berneulli) 在 解释 圣彼得堡 悖 论 (丹尼尔 的 表 兄 尼 古 
拉 “， 伯 努 利 故意 设计 出 来 的 一 个 悖 论 ) 时 提出 的 ， 目 的 是 挑战 以 金额 期 望 值 作为 决策 的 标 
准 。 丹尼尔 ， 伯 努 利 对 这 个 悖 论 的 解答 在 1738 年 的 论文 里 ， 主 要 包括 两 条 原理 : 

一 是 边际 效用 递减 原理 。 即 一 个 人 对 于 财富 的 占有 和 多多益善 ， 即 效用 函数 一 阶 导 数 大 
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于 零 ， 随 着 财富 的 增加 ， 满 足 程度 的 增加 速度 不 断 下 降 ， 效 用 函 
数 二 阶 导数 小 于 零 。 人们 对 其 钱财 的 真实 价值 与 钱财 拥有 量 之 间 
有 对 数 关系 ( 见 图 12. 13) 。 

二 是 最 大 效用 原理 。 即 在 风险 和 不 确定 条 件 下 ， 个 人 的 决策 
行为 准则 是 为 了 获得 最 大 期 望 效用 值 而 非 最 大 期 望 金额 值 。 

经 济 管理 学 家 把 效用 作为 指标 ， 用 来 衡量 人 们 对 某 些 事物 的 
主观 价值 、 态 度 、 偏 爱 、 倾 向 等 。 效 用 是 一 个 无 量 纲 指标 ， 一 般 
规定 : 凡是 决策 者 最 爱好 、 最 倾向 的 事物 的 效用 值 赋予 1( 也 可 赋 
图 12.13 效用 曲线 予 其 他 值 ， 如 100) ;而 最 不 爱好 的 效用 值 赋予 0。 


12. 5. 2 ”效用 曲线 的 确定 


效用 曲线 是 反映 决策 者 对 风险 态度 的 一 种 曲线 ， 又 称 a 用 来 反映 决策 
后 果 的 益 损 值 对 决策 者 的 效用 ( 即 益 损 值 与 i 效用 值 ) 之 何 的 : 系 。 通 常 以 益 损 值 为 横 坐 
标 ， 以 效用 值 为 纵 坐 标 ， 把 决策 者 对 风险 态度 的 变 标 系 中 撒 点 而 拟 合成 一 条 
曲线 。 NK i 

效用 曲线 的 确定 通常 采取 对 比 提问 法 。 , 仿 没 和 .不 求职 者 ， 企业 同意 录用 ， 根 据 业 
绩 确定 薪金 ， 估 计 每 月 1 000 元 的 概 衣 关 人 全 3 000 元 的 概 6。 如 果 求 职 者 认为 这 
样 的 收入 水 平 与 每 月 稳 得 1 500 元 是 伶 价 的 - 这 种 通过 对 比 的 方法 称 为 对 比 提问 法 ， 是 确 
定 效用 曲线 常用 的 方法 。 es 2 

wy 3 表示 收入 ， 最 低 收入 如 导 py 660 元 元 ， 效 用 值 为 U(1 000)=0， 
概率 p 二 0. 4; 高 收入 三 =3 000 元， 效用 值 UG3)000) 一 1， 概率 1 一 p= 二 0.6， 则 稳 得 
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钱财 拥有 量 















































1 500 元 的 ant ^ ) AN 
Uy 00 p00 000) + (1 -TPS 000) 一 0.4X0 十 0.6X1 一 0.6 
一 般 情况 如 下 公式 
PUCz) + UO—PUz) =UCz) 式 12.12 





在 式 12. 12 中 有 4 个 变量 :x1，x;，xs，p; 若 固 定 3 个 则 可 求 得 另 1 个 。 

设 12. 12 左边 的 事件 为 A! ， 右 边 的 事件 为 A; ， 提 问 方式 可 以 有 以 下 3 种 。 

(1) 固定 x ， xz，xs， 改 变 p， 问 :“p 取 何 值 时 ,认为 A! 和 A; 是 等 价 的 ”? 

(2) 固定 x，xs，p， 改 变 x2， 问 :“x; 取 何 值 时 ,认为 A 和 As 是 等 价 的 ”? 

(3) 固定 (或 z3)，z2，p， 改 变 z;( 或 吉 )， 间 :“zs( 或 zz ) 取 何 值 时 ,认为 Al 和 
A: 是 等 价 的 ”? 

【 例 12. 8〗】 ”假定 决策 者 A、B、C 对 0 元 收入 的 效用 值 都 为 0. 记 为 U(0) 二 0; 对 
10 000 元 的 收入 效用 值 都 是 1， 即 U(10 000)=1。 各 决策 者 分 别 对 以 下 结局 认为 无 差别 ， 

决策 者 A: 肯定 收入 5 000 元 ; 0.6 可 能 得 10 000 元 ，0.4 可 能 得 0 元 

决策 者 B， 肯定 收入 5 000 元; 0. 5 可 能 得 10 000 元 0. 5 可 能 得 0 元; 

决策 者 C: 肯定 收入 5 000 元 ; 0.4 可 能 得 10 000 元 ，0.6 可 能 得 0 元 ; 

分 别 求 A、B、C 得 5 000 元 收入 时 的 效用 值 。 
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解 由 式 12.12 可 知 

决策 者 A: U(5 000) 二 0. 6U(10 000) 十 0. 4U(0) 一 0.6 

决策 者 B: U(5 000) 王 0. 5U(10 000) 十 0. 5U(0) 一 0.5 

决策 者 C: U(5 000) 二 0. 4U(10 000) 十 0. 6U(0) 一 0.4 

将 决策 者 A、B、C 对 应 于 0、5 000、10 000 收入 的 效用 值 绘制 成 效用 曲线 ， 如 
图 12. 14 所 示 。 









Wut 
(1) 保守 型 效用 曲线 。 决 策 者 从 oh 于 具有 相同 期 望 值 收入 的 B 
的 效用 值 ， Me A 守 型 效用 曲线 严格 上 凸 ， 表 示 
边际 效用 过 减 ， 这 样 的 次 策 者 对 于 亏损 特别 续 的 收益 对 他 的 吸引 力 却 不 是 很 大 
et oe 险 。 即 保守 型 决策 者 厌恶 风险 。 

(2) 激 i 。 与 决策 者 人 et 
期 望 值 收入 的 六 的 效用 值 ， 表 现 出 为 了 多 挣 钱 宁肯 冒 风险 。 其 效用 曲线 是 下 凸 的 ， 即 边际 
效用 递增 。 表 示 决 策 者 专注 于 想 获得 大 的 收益 而 不 十 分 关心 亏损 ， 这 种 类 型 的 决策 者 不 易 
满足 。 激 进 型 决策 者 喜欢 风险 。 

(3) 中 间 弄 效 用 曲线 。 决 策 者 也 对 风险 持 不 偏 不 倚 的 态度 。 

除 此 之 外 还 有 混合 型 的 效用 曲线 。 图 12. 15(a) 表 示 对 数额 较 小 时 ， 敢 于 冒 风 险 ， 而 数 
额 较 大 时 ， 则 持 谨慎 态度 ， 图 12. 15(b) 则 相反 ， 当 抗 风 险 能 力 不 强 时 持 谨慎 态度 ， 当 搞 
风险 能 力 较 强 时 则 敢于 冒 风险 。 
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图 12.15 混合 型 效用 曲线 































1 【 例 12.9】 在 12.4.2 案例 分 析 中 在 详细 勘探 结果 好 
.8 时 收益 值 为 450 万 元 ， 概 率 为 0. 48; 结果 不 好 时 收益 值 为 
加 120 万 元 ， 概 率 为 0. 52， 期 望 值 为 288. 8 万 元 。 而 不 详细 
mn 勘探 直接 出 售 土地 使 用 权 ， 可 稳 获 为 240 万 元 收入 。 若 收 
益 120 万 元 的 效用 值 为 0，450 万 元 的 效用 值 为 1， 假 设 决 

策 者 认为 详细 勘探 和 土地 出 售 的 效用 是 一 样 的 ， 求 稳 获 





























0 0220 ”320 ”420 240 万 元 土地 转让 费 的 效用 值 ， 决 策 者 是 哪 种 类 型 ? 











收益 值 解 已 知 U(120)==0, p==0.52, U(450)==1 
图 12.16 例 12.9 效 用 曲线 U(240) 王 0.52U(120) 十 0. 48U(450) 一 0. 48 绘制 成 效 
用 曲线 图 (如 图 12. 16 所 示 ) 。 
由 图 可 见 ， 决 策 者 属 保守 型 。 CN 
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百 、 


12. 6 帕 累 托 最 优 


帕 累 托 最 优 (Pareto Optimality)， 也 称 为 幅 宗 托 效 率 (Pareto Efficiency)、 帕 累 托 改 
帕 累 托 最 佳 配置 ， 源 于 西方 福利 经 济 学 ,在 五 程 学 和 社会 科学 中 有 着 广泛 的 应 用 。 帕 





累 托 最 优 是 指 资源 分 配 的 -种 理想 状态 < 即 假 定 固有 的 - 群 人 和 可 分 配 的 资源 ， 从 一 种 分 
配 状态 到 另 一 种 状态 的 变化 中 ， 在 没有 使 任何 人 境况 变 坏 的 前 提 下 ， 也 不 可 能 再 使 某 些 人 


的 处 


其、 


境 变 好 。 换 句 话 说 ， 就 是 布吉 能 在 改善 某 些 人 的 境况 财 、 ,而 不 使 任何 其 他 人 受 损 。 
帕 累 托 最 优 是 处 理 多 目标 的 一 种 方法 。 如 欲 购 一 辆 汽车 ， 要 考虑 价格 、 舒 适度 、 耗 油 
外 形 等 因素 。 当 两 种 型 号 汽车 A 和 B 对 比 时 发现 A 与 B 在 其 他 标准 相同 , 而 A 的 





某 项 标准 优化 于 BZ 则 称 A 超 优 于 B，B 从 备 选 方案 中 删除 。 但 在 多 数 情况 下 ，A 的 一 些 


标 痛 


优 于 B, 而/B 的 另 一 些 标准 优 于 A。 很 如 购买 者 考虑 两 种 因素 : 舒适 度 和 价格 舒适 





度 高 的 价格 也 高 "每 适度 差 的 价格 也 低 ， 不 能 判别 哪 种 车 辆 更 优 ， 只 能 在 舒适 度 与 价格 之 





间 进 行 权衡 。 


吨 、 


【 例 12.10】 某 产 品 在 生产 中 消耗 资源 1 和 2, 已 知 单位 产品 消耗 量 、 资 源 可 供 量 / 
每 单位 产品 利润 /万 元 、 每 吨 产 品 排放 污染 物 如 表 12 - 2 所 示 。 若 产品 单位 取 整 数 ， 





并 希望 求 得 在 规定 允许 污染 排放 的 情况 下 利润 最 大 的 生产 方案 。 


表 12-2 某 产 品 在 生产 中 排放 污染 物 














产品 A 产品 B 资源 可 供 量 
资源 1 1 和 10 
资源 2 6 3 50 
单位 利润 /万 元 2 了 
污染 物 /单位 3 4 














解 设 产品 A、B 分 别 生产 zi， zs 单位 ， 则 有 如 下 LP 模型 


max > 一 2zl 十 37z2 


本 su 信人 


min 记 一 3zl 十 47z> 


6zi 十 3zz 委 50 


2 十 2z 委 10 
S$. | 
ZX1，ZXs 宇 0 且 为 整数 


如 果 不 考 虑 污染 ， 可 用 最 优化 方法 求 利润 目标 最 大 化 ; 如 果 不 考虑 利润 ， 则 两 种 产品 





生产 量 均 为 0 时 污染 排放 也 为 0。 我 们 的 思路 是 先 不 考虑 污染 ， 求 利润 > 最 大 化 的 生产 方 
案 ， 从 而 确定 此 时 污染 最 大 排放 量 ， 再 让 污染 从 0 逐步 增加 ， 求 得 利润 最 大 的 方案 。 


经 计 





算 ， 求 得 不 考虑 污染 时 最 优生 产量 一 6，z 一 2，>= 


18， 此 时 w=26。 让 w 


1 按 步 长 4 





增 至 26， 求 得 利润 最 大 化 的 生产 量 。 也 就 是 将 3z: 十 4z: 入 re 作为 约束 条 件 ， 求 不 同 


参数 线性 规划 的 解 。 将 求 得 的 解 列 于 表 12 - 3。 





如 的 


表 12-3 不 同 w 的 参数 线性 规划 的 解 一 信 














0 0 0 0 0 TAN 0 6 
Xl 2 4 
za 0 1 2 3 XY 时 5 3 2 
0 1 8 12NN 20 24 26 
Z 0 3 6 Xx 过 15 17 18 


























以 污染 为 机 从 标 ， 利润 为 纵 从 标 、 张 制 凡 线 图 ( 见 图 12. 17)， 则 出 线 上 的 点 为 在 允许 污染 
条 件 下 利润 的 最 大 值 ， 即 最 优 解 ， 昌 线 右 下 方 区 域 为 劣 解 ., 谈 由 线 称 为 帕 轩 托 (Pareto) 曲 线 。 












ed 1 
15- 20° “25 
图 12.17 Pareto 曲线 


12.7 灵敏 度 分 析 


通常 在 决策 模型 中 的 自然 状态 的 概率 和 益 损 值 往往 是 通过 估计 或 预测 得 到 的 ， 不 可 
十 分 正确 ， 此 外 实际 情况 也 在 不 断 变化 。 通 常 将 决策 分 析 中 所 用 到 的 数据 可 在 一 定 范围 





动 ， 来 观察 最 优 方案 还 是 否 继续 有 效 ， 称 为 灵敏 度 分 析 。 





























【 例 12. 11】 某 企 业 生 产 甲 、 乙 两 种 产品 ， 根 据 过 去 市 场 需求 统计 如 表 12- 4 所 示 。 
表 12-4 收益 矩阵 
产品 旺季 p= 二 0.7 淡季 1 一 p 一 0.3 
甲 产品 4 3 
乙 产 品 6 2 











试 根 据 最 大 期 望 收 益 准 则 求 最 优 方案 ， 并 分 析 当 概率 p 发 生变 化 ， 所 确定 的 最 优 方 案 
还 是 否 为 最 优 ” 当 概率 为 多 少时 最 优 方案 发 生变 化 ”此 时 的 概率 称 为 转折 概率 。 

解 EMV 一 4X0.7 十 3X0.3 一 3.7，EMV> 二 6X0.7 十 2X0.3 二 4.8。 显 然 最 优 方案 
为 乙方 案 。 

当 改 变 p 值 ， 使 两 个 方案 的 期 望 收益 相等 时 ， 此 时 的 p 值 为 转折 概率 。 即 ; 

4p+3(1—p)=6p+2(1—p)=>p=1/3 

灵敏 度 分 析 可 利用 Excel 的 “模拟 运算 表 ” 工 具 来 实现 。 其 方法 : 

(1) 在 A2 单元 格 中 输入 概率 ，B2、C2 单元 格 中 输入 甲 、 乙 方案 期 望 值 的 计算 公式 
(注意 : 公式 中 的 概率 必须 是 单元 格 的 引用 ); 在 A3: Al3 单元 格 区 域 中 输入 p 的 变化 范 
围 (如 图 12. 18 所 示 )。 

(2) 选择 A2: C13 单元 格 区 域 ， 执 行 菜单 命令 “数据 /模拟 运算 表 ”， 设置 对 话 框 如 
图 12. 20 所 示 ， 得 结果 (图 12. 19) 。 有 关 模 拟 运算 表 的 使 用 证 阅 旋 Excel 帮助 文件 。 




























































































A 了 加 TT oD 了 了 i 
[lp zm 昌 EM Pp EMV 外 ENVE 
2 |0.7 =4+A2+t3# (1-A2) =6#A2+2* (1-A2) pl 4 6.00 
3 0 ”|= 表 (42) = 表 (h2) 全 这 5.50 
[4 lo.1 |= 表 (A2) = 表 (Ch2) 4 | 0.10,°3,10 5 00 
[0o2 := 表 ( 这) = 表 ( 2) 20 \3.20 4.50 
B80.3 |= 表 (A2) = 表 ( 志 ) /0303.30, 4.00 
于 |0.4 = 表 ( M2) = 表 ( 2) “< 0.40 3.40 3.50 
[6 0.5 = 表 (2) = 训 (2) | AN 0.50 3.50 3.00 
jg |0.6 |= 表 (A2) = 表 (Ci2) 愉 》 9 |0.60 3.60 2.50 
曹 go.7 |= 表 (2) = 表 (2) SA 和 10|0.70 3.70 | 2.00 
区 o.e | = 于 GT 、\ 3-991 社 娩 | 一 om 050 1.00 
| 00 ge od 世 台 申 一 驯 忆 ] 
1311 ”= 表 ( 2) YS 2) 13|1.00 了 4 到 一 对 
号 
图 12.18 -公式 审核 模式 1 模拟 运算 表 计 算 结 果 及 插图 
os 不 
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输入 引用 列 的 单元 格 C): [SK52 三] 
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12. 20 混合 型 效用 曲线 


区 S ki 


本 章 介 绍 了 决策 的 概念 与 分 类 ， 不 确定 型 决策 、 风 险 型 决策 、 贝 叶 斯 决策 、 决 策 中 的 效用 度量 、 
帕 累 托 最 优 。 

(1) 不 确定 型 决策 是 指 决策 环境 的 不 确定 ， 即 自然 状态 的 概率 未 知 。 要 求 有 两 个 以 上 的 决策 方案 ， 
两 种 以 上 的 自然 状态 及 益 损 值 矩阵 。 不 确定 型 决策 依 决策 者 承担 风险 的 能 力 和 对 风险 的 偏好 而 采取 不 
同 的 决策 方法 。 主 要 有 : 乐观 准则 、 翡 观 准则 、 乐 观 系 数 准 则 、 等 概率 准则 、 最 小 后 悔 值 准则 。 这 类 
决策 可 借助 WinQSB 和 Excel 进行 辅助 决策 。 
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二 全 ss 人 


(2) 风险 型 决策 与 不 确定 型 决策 的 概念 相近 ， 所 不 同 的 是 自然 状态 的 概率 已 知 。 作 为 决策 者 ， 高 
收益 和 低 风险 双 目 标 不 能 兼 得 ， 可 设置 收益 和 风险 的 阅 值 ， 在 风险 不 大 于 阅 值 时 求 收益 最 大 ,或 在 收 
益 不 小 于 阅 值 时 求 风险 最 小 ， 或 给 定 一 个 风险 厌恶 度 ， 对 收益 和 风险 加 权 的 差 最 大 化 。 当 风险 厌恶 度 
等 于 0 时 ， 即 为 通常 的 最 大 收益 期 望 值 法 。 

(3) 贝 叶 斯 决策 是 风险 型 决策 的 继续 ， 其 步骤 是 : 

已 知 先 验 概率 P(A;) 和 先 验 概率 条 件 下 获取 样本 各 状态 的 概率 P(Bi | Ai) 

由 全 概 公式 求 样本 状态 概率 : P(B;) 一 六 PCA)PGB 14) 

和 

由 贝 叶 斯 公式 求 后 验 概率 : P(A; | B;)==P(A;)P(B; | Ai)/P(B;) 

利用 决策 树 插件 treeplan。 xla 绘制 决策 树 图 进行 决策 。 

(4) 决策 中 的 效用 度量 可 用 于 分 析 决 策 者 的 类 型 ， 以 便 在 竞争 中 采取 不 同 的 对 策 。 

(5) 帕 累 托 最 优 用 是 解决 多 目标 决策 问题 的 方法 之 一 。 / 


二 < 








家 守 关 健 术语 KR 
不 确定 型 决策 (Decision Making Under 7 Sty) 
风险 性 决策 (Risk Decision) > 乐观 准则 (Max 一 max Criterion) 
悲观 准则 (Max 一 min Criterion) NX- 乐观 系数 准则 (Trade 一 off Criterion) 
等 概率 准则 (Laplace Criterion SN Re E 则 (Regret Criterion) 
期 望 值 法 (Expected Valut? yiathod) 树 法 4 ecision Trees Method) 
MAKCT 训 Loss Matrix) i 公式 (Bayes Formula) 


全 概 公 式 (Total-Probability Theorem) 5。 tility) 
的 加 托 最 优 (Preio Optimality) YX 
1 AAA 

从 


你 与 全 

1. 回答 下 列 问题 。 

(1) 根据 环境 的 确定 程度 ， 可 将 决策 问题 划分 为 哪 几 种 ? 

(2) 简 述 乐观 准则 、 翡 观 准则 、 乐 观 系 数 准 则 、 等 概率 准则 、 后 悔 值 准 则 的 操作 
步 又 。 

(3) 对 于 风险 型 决策 本 书 介绍 了 哪儿 种 方法 ? 在 什么 条 件 下 本 书 所 介绍 的 方法 与 最 大 
收益 期 望 值 法 相同 ? 

(4) 什么 是 决策 树 ? 决策 树 由 哪 几 个 要 素 构成 ? 

(5) 什么 是 先 验 概率 ? 什么 是 条 件 概率 ? 什么 是 后 验 概率 ? 

(6) 后 验 概率 法 解决 问题 的 步骤 是 什么 ? 

(7) 什么 是 效用 ? 如 何 绘制 效用 曲线 ? 

(8) 什么 是 Pareto 最 优 ? 主要 用 于 解决 什么 问题 ? 

2. 某 厂 有 一 种 新 产品 ， 其 推销 策略 由 A! 、As、A; 3 种 可 供 选择 但 各 方案 所 需 资 
全 、 时 间 者 不同， 加 上 市 场 情况 的 差别 ， 因 而 获 利和 亏损 情况 不 同 。 而 市 场 情况 也 有 3 
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种 ,Si( 需 要 量 大 )，S; (需要 量 一 般 )，S; (需要 量 低 ) 。 市 场 情况 的 概率 并 不 知道 ， 其 损益 
和 矩阵 如 表 12- 5 所 示 。 





表 12-5 损益 矩阵 /万 元 














a 市 场 情况 
Ss, Si S: S; 
Ai 50 10 一 5 
30 25 0 
A: 10 10 10 














试 分 别 用 乐观 准则 、 翡 观 准则 、 等 概率 准则 和 最 小 后 悔 值 准则 进行 决策 。 

3. 某 公司 为 了 扩大 市 场 ， 要 举行 一 个 展销 会 ,会 址 打算 选择 甲 、 乙 、 丙 3 地 中 的 一 
个 。 获 利 情况 除了 与 会 址 有 关外 ,还 与 天 气 有 关 。 天 气 可 区 分 为 哺 、 普 通 、 多 雨 3 种 。 通 
过 天 气 预报 ,估计 3 种 天 气 情况 可 能 发 生 的 概率 为 (025。0.50，0.25， 其 收益 情况 如 














表 12 - 6 所 示 ， 用 最 大 收益 期 望 值 准则 进行 决策 > 
表 12 - 6 收益 情况 表 
SA 下 
本 > "a 普通 多 十 
-AAA YX 
甲 地 A 6 . 
乙 地 \ 5 bu 1.5 
再 地 \ 6 NS 2 汪 六 
概率 \V 、> 0.25 个 和 0,5 0.25 











4. 某 公 司 需要 决定 建 大 厂 还 是 建 小 厂 来 生产 一 种 新 产品 ， 该 产品 的 市 场 寿命 为 10 年 。 
建 大 厂 的 投资 费用 为 280 万 元 ， 建 小 厂 的 投资 为 140 万 元 。 据 专家 预测 10 年 内 每 年 净 金 
流入 如 表 12 -7 所 示 ， 折 现 率 按 8% 计 算 。 

表 12-7 每 年 现金 净 流量 (不 含 投资 )/ 万 元 








高 需求 (概率 0. 2) 中 需求 (概率 0.5) 低 需 求 (概率 0. 3) 
建 大 厂 150 100 0 
建 小 厂 80 60 40 














问题 : 

(1) 若 不 考虑 风险 ,应 用 期 望 收益 最 大 原则 ， 则 应 选择 哪个 方案 ? 

(2) 若 决 策 者 要 求 风险 (变异 系数 ) 不 超过 40% 时 ， 应 选择 哪个 方案 ? 

(3) 若 决策 者 要 求 收益 不 低 于 250 万 元 时 ， 应 选择 哪个 方案 ? 

(4) 若 决 策 者 风险 厌恶 度 为 0.7， 又 应 选择 哪个 方案 ? 

5. 某 早 餐 店 每 天 早晨 从 奶 农 进 鲜 奶 ， 价 格 2 元 /kg， 售 价 3 元 /kg。 若 当天 卖 不 出 去 ， 


Ey a 


可 处 理 给 面包 店 发 酵 之 用 ,价格 1 元 /kg。 根 据 以 往 的 销售 情况 ,每 天 销量 为 20 一 25kg， 
但 未 做 过 统计 。 要 求 : 

(1) 建立 这 个 问题 的 收益 和 矩阵 。 

(2) 若 根据 过 去 半年 的 统计 ， 销 售 量 为 20、21、22、23、24、25kg 的 概率 分 别 是 
0.1、0.15、0.3、0.2、0.15、0. 1。 若 不 考虑 风险 ， 则 每 天 应 向 奶 农 订购 多 少 ? 

(3) 若 采取 预约 并 送 货 上 门 ， 可 根据 预约 数据 订货 ， 但 需 支 付 给 送 货 员 10 元 的 费用 。 
问 这 种 策略 是 否 可 取 ? 

6. 某 石油 公司 考虑 在 某 地 钻井 ， 结 果 可 能 出 现 3 种 情况 : 无 油 s1， 少 油 s， 多 油 s;。 
公司 估计 ，3 种 状态 出 现 的 可 能 性 分 别 为 0.5，0.3，0.2。 已 知 钻井 费用 为 7 万 元 。 如 果 
少 油 ， 可 收入 12 万 元 ; 如 果 多 油 ， 可 收入 27 万 元 。 为 进一步 了 解 地 质 构造 情况 ， 可 先进 
行 勘 探 。 勘 探 结 果 可 能 是 ,构造 较 差 (1)， 构 造 一 般 (1,)， 构 造 较 好 (J )。 根 据 过 去 的 经 
验 ， 地 质 构造 与 出 油 的 关系 如 表 12- 8 所 示 。 TS 



































表 12-8 地 质 构造 与 出 油 关 和 六、 
plI| S) 构造 较 差 (11) 。 构 关 般 (|:) 构造 较 好 (1,) 
无 油 si 0.6 WW 3 0.1 
少 油 0.3 LA . 地 0.4 0.3 
多 油 UR N 厂 0.4 0.5 














和 X\ 

假设 勘探 费用 为 1 万 元 > 求 *、 ,XY 局 

(1) 应 先进 行 勘探 还 是 不 进行 勘探 直接 外 间或 不 钻井? 

(2) 如 何 根据 勘探 的 结果 决策 是 否 钻井 ? WN 

7， 革 决策 问题 的 最 大 和 最 小 \ 益 损 什 分别 为 120 元 和 一 40 元 ， 所 对 应 的 效用 值 分 别 为 
1 和 0， 其 他 其 损 值 所 对 应 的 效用 值 如 表 12> 9 所 示 。 试 画 出 效用 曲线 ， 并 利用 效用 值 准 
则 说 明 下 列 两 种 方案 中 哪 一 种 较 优 ，s (成 功 概率 为 0. 6， 获 利 80 元 ;失败 概率 为 0.4， 损 
失 40 元 )，ss( 成 功 概率 为 1， 获 利 30 元 )。 

表 12- 9 效益 值 和 效用 值 
R/ 元 10 20 30 80 90 100 








U | 0.57 | 0.62 | 0.75 | 0. 84 | 0.87 | 0.95 





8. 某 厂 要 决策 是 现在 还 是 明年 扩大 生产 规模 问题 。 由 于 可 能 出 现 的 市 场 需求 情况 不 
一 样 ， 预 期 利润 也 不 同 。 已 知 市 场 需求 有 高 (5 )、 中 (ss)、 低 G3)3 种 自然 状态 ， 各 状态 下 
的 概率 及 不 同方 案 时 的 预期 利润 如 表 12 - 10 所 示 。 对 该 厂 来 说 损失 1 万 元 效用 值 为 0， 获 
利 10 万 元 效用 值 为 1， 对 于 以 下 事件 效用 值 无 差别 : 

(1) 肯定 得 8 万 或 0.9 概率 得 10 万 和 0. 1 概率 失去 1 万 。 

(2) 肯定 得 6 万 或 0. 8 概率 得 10 万 和 0. 2 概率 失去 1 万 。 

(3) 肯定 得 1 万 或 0. 25 概率 得 10 万 和 0. 75 概率 失去 1 万 。 

求 : 建立 效用 值 表 ; @ 分 别 根据 效益 值 和 效用 值 按期 望 值 法 确定 最 优 策略 。 
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表 12- 10 不 同方 案 在 不 同 状态 下 的 益 损 值 /万 元 


ai ( 现 在 扩大 ) 
4 (明年 扩大 ) 





9. 找 出 多 目标 决策 问题 的 帕 累 托 最 优 解 并 画 出 权衡 曲线 。 
max xi 一 10zl 十 9zz 十 8zy 
min 风 一 10zi 十 6zz 十 3zs 
4zi 十 3zs 十 2z3 寺 1 300 
ea 000 论 
zi，xze，23 志 0 取 整 
10. 某 厂 考虑 生产 申 、 乙 两 种 产品 ， ua 赴 如 表 12 - 11 所 示 。 


二 













乙 种 i 


要 求 : (1) 不 考虑 风险 用 其 记 收 关节 大 原则 
(2) 当 旺 季 概 率 为 0.2， 淡 季 概 率 为 0 
(3) 求 转 少 ? 
11. 案例 说 
根据 以 下 案例 所 提供 的 资料 ， 要 求 : 

(1) 绘 出 决策 树 图 。 

(2) 若 李 董 以 资产 最 大 化 为 目标 而 不 考虑 风险 ， 应 该 采取 何 种 策略 ? 其 期 望 资产 增加 







额 为 多 少 ? 
(3) 若 采取 了 试销 ， 一 旦 在 本 地 试销 失败 ， 李 董 应 采取 何 种 策略 ? 此 时 资产 将 减少 
多 少 ? 


(4) 若 采 取 了 试销 ， 一 旦 在 本 地 试销 成 功 ， 李 董 应 采取 何 种 策略 ? 此 时 资产 将 增加 
多 少 ? 
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12. 实验 一 
【实验 目的 】 
【实验 内 容 】 
【实验 要 求 】 
(1) 绘制 决策 树 图 。 

(2) 利用 “模拟 运算 表 ” 对 在 全 国 成 功 的 


掌握 treeplan. xla 绘制 决策 树 图 的 方法 。 
利用 treeplan. xla 绘制 第 11 题 决 策 树 
写 出 实验 报告 ,包括 以 下 内 容 : 


性 分 析 。 
13. 实验 二 
【实验 目的 】 掌握 WinQSB 台 
【实验 内 容 】 利用 Win A 求解 第 3 sb 
【实验 要 求 】 了 括 om 
14. 实验 三 
【实验 目的 】 i 或 Exce 
【实验 内 ee 或 Ep, 
Caen 出 实验 报告 ， 
(1) 简 步骤 ; ww 


和 


ra 


Rp 


60%， 步 长 1% 变 化 时 的 敏感 


; (2) 解 释 实 验 结果 。 
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知识 目标 才能 目标 应 用 方向 





1. 理解 下 列 基本 概念 


矩阵 对 策 ， 和 矩阵 对 策 三 要 素 ; 最 优 纯 策 略 与 其 优 


混合 策略 ,鞍点 和 对 策 值 

2. 算法 要 N\ 

(1) 会 用 “ 超 优 原 则 ”和 “最 大 最 小 ”原则 求 矩 阵 对 
策 的 最 优 纯 策略 

(2) 会 用 “线性 规划 ”方法 求 矩 阵 对 策 的 最 优 混合 策略 

(3) 了 解 纯 策略 和 混合 策略 的 纳什 均衡 求 取 









工 能 对 管理 中 现实 问题 建立 矩 | 对 抗 中 最 优 
阵 对 策 模 型 策略 的 选择 

2. 至 少 掌握 一 种 求解 对 策 问 题 
的 软件 的 操作 方法 ， 能 求 得 
二 人 零 和 对 策 及 纳什 问题 的 
最 优 纯 策略 及 最 优 混合 策略 











属 现 讽 结 构 








一 -| 基本 概念: 


三 要 素 、 分 类 











二 人 零 和 纯 策略 : 超 优 原则 、maxmin 和 minmax 原 则 
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二 人 零 和 混合 策略 : 
LP 方法 (一 般 情 况 ) 


纳什 均衡 ( 非 零 和 ): 纯 策略 ( 划 线 法 )、 
混合 策略 (LP 方法 ) 


图 解法 (2 行 或 2 列 收益 矩阵 )、 





总 3 章 对策 论 斑 \ 


在 我 国 古 代 ,，“ 田 忌 赛 马 ” 就 是 一 个 典型 的 对 策 论 的 例子 。 战 国 时 期 ， 大 将 田 忌 与 齐 王 赛马 ， 比 赛 分 
三 局 ， 每 局 双方 各 出 一 匹 马 比 赛 ， 负 者 要 付 胜 者 千金 ， 双 方 都 有 上 、 中 、 下 3 个 等 级 的 马 ， 已 知 同一 级 
别 的 马 比赛 ， 田 忌 的 马 要 输 给 齐 王 ， 但 是 田 忌 的 上 等 马 优 于 齐 王 的 中 等 马 ， 田 忌 的 中 等 马 优 于 齐 王 的 下 
等 马 。 如 果 田 忌 与 齐 王 的 同等 级 的 马 比 赛 ， 田 忌 要 连 输 三 局 而 付 给 齐 王 3 千金 。 当 时 田 忌 的 一 位 谋士 孙 
腾 出 了 一 个 对 策 ， 每 局 比赛 先 让 齐 王 出 马 ， 然 后 用 下 等 马 对 齐 王 的 上 等 马 ， 用 上 等 马 对 齐 王 的 中 等 马 ， 
用 中 等 马 对 齐 王 的 下 等 马 ， 结 果 田 忌 两 胜 一 负 ， 赢 得 千金 。 

对 策 论 又 称 为 博弈 论 (Game Theory)、 游 戏 论 ， 是 一 门 研究 游 
戏 中 参加 者 各 自 所 选择 策略 的 科学 。 通 常 认为 是 现代 数学 的 一 个 分 
支 ， 人 光学 中 的 一 个 重要 学 科 。 对 策 论 发 展 的 历史 并 不 长 > 轩 ， 
1944 年 ， ， 诺 依 曼 (Von Neumann) 和 摩根 斯 坦 ( Morgeristein) 出 人 
版 的 《 a 仑 和 经 济 行为 》 (Theory of Games andMEepnomic Be- 
havior) 一 书 ， 在 博弈 论 的 历史 上 享有 类 似 哥伦布 的 新 大 陆 发 现 者 的 
地 位 ， 应 该 被 看 做 是 博弈 论 历史 的 真正 起 点 ,、”“、 

1950 一 1954 年 美国 数学 家 、 统 计 学 家 纳什 冯 ， 湛 依 曼 
(John Nash) 的 系 齐 论文 中 引入 了 合作 博 蛮 和 非 。 (803 957 年 1 
合作 博弈 的 [ -为 非 合作 博弈 提出 了 “纳什 均衡 (Nash Equilib- 
rium) ”这 个 一 般 性 的 概念 ， 证 明了 有限 博弈 中 纳什 均衡 的 存在 性 ， 
交 定 了 现代 这 认 学科 体系 的 基山- “1965 年 ， 塞 尔 腾 (Selten) 率 先 开 辟 
了 动态 对 策 模 型 的 研究 ， 给 记 了 也 博 守 完美 区 衡 (Subgame Perfect Nash 
"Equilibrium) 的 概念 ， | 耽 计 了 有 有 关 问 题 ， 发 展 了 逆 推 归纳 法 等 分 析 方法 。 

-Na 使 博弈 论 向 前 发 展 。 1967—1968 年 海 萨 尼 (Harsanyi) 开 创 了 不 完全 信息 

(1902 一 1977 年 ) ”对策 研究 的 新 领地 ， 他 首先 提出 贝 叶 斯 纳什 均衡 (Bayesian Nash Equi- 
librium) ， 初 步 运用 随机 分 析 方 法 解决 信息 不 完全 和 不 对 称 问题 。 由 于 纳什 、 塞 尔 腾 、 海 萨 
尼 3 人 在 博弈 论 及 其 应 用 方面 取得 突出 贡献 ，1994 年 ， 他 们 荣获 了 诺 贝尔 经 济 学 奖 。 近 几 年 
来 ， 在 完善 和 发 展 博弈 理论 的 同时 ， 西 方 学 者 开始 更 深入 地 探讨 其 实际 应 用 的 可 能 性 


田 忌 赛马 








Xx 



























13. 1 对 策 论 的 基本 概念 


在 日 常生 活 中 ,经 常 可 以 看 到 一 些 具 有 相互 之 间 竞 争 性 质 的 行为 ， 如 下 棋 、 打 牌 、 游 
戏 、 体 育 比 赛 等 ， 还 比如 战争 中 的 双方 ， 都 力争 选择 对 自己 最 有 利 的 策略 ,千方百计 取得 
胜利 ; 政治 方面 ， 国 际 谈判 ， 各 种 政治 团体 之 间 的 斗争 等 ， 在 经 济 活动 中 ， 各 企业 之 间 的 
经 济 谈判 产量、 价格 的 竞争 等 ， 无 一 不 具有 竞争 的 性 质 。 
因此 ， 可 以 这 么 定义 对 策 论 ， 是 研究 在 多 人 决策 时 ,策略 之 间 存 在 相互 依存 关系 的 一 
门 学 科 。 为 了 达到 各 自 的 目标 和 利益 ， 各 方 必 须 考 虑 竞争 对 手 的 各 种 方案 ， 从 理性 出 发 ， 
力图 选择 对 自己 最 为 有 利 的 方案 。 
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13. 1. 1 对 策 模型 的 基本 要 素 
从 “田鼠 赛马 ”例子 中 ， 可 以 得 出 对 策 模型 必须 具备 以 下 3 个 基本 要 素 。 
1. 局 中 人 


局 中 人 (players) 是 指 参与 竞争 的 各 方 ， 每 方 必须 有 独立 的 决策 能 力 和 承担 风险 的 能 
力 。 而 那些 在 竞争 中 ， 既 不 作 决 策 ， 结 局 又 和 他 的 得 失 无 关 的 人 ， 就 不 能 称 为 局 中 人 。 例 
如 ,“ 田 忌 赛 马 ” 中 ,参与 人 共有 3 个 : 田鼠 、 孙 爱 和 齐 王 。 但 是 孙 爱 是 田鼠 的 谋士 ， 没 
有 独立 承担 风险 的 能 力 ， 就 不 能 称 为 局 中 人 ， 局 中 人 为 田鼠 和 齐 王 。 有 些 对 策 问题 局 中 人 
不 一 定 是 两 个 ， 也 可 以 是 多 个 ， 后 面 我 们 将 提 到 ”人 对 策 。 这 里 的 “局 中 人 ”的 概念 ， 不 
一 定 是 单个 的 人 ， 可 以 是 一 个 集体 ， 如 两 个 球 队 之 间 的 比赛 ， _ 两 个 企业 之 间 的 竞争 等 ， 有 
时 也 可 以 把 “大 自然 ”作为 局 中 人 。 


2. 策略 集 


在 对 策 问题 中 ， ON 

-个 策略 (strategy)。 这 里 所 说 的 策略 必须 是 局 中 人 选择 的 实际 可 行 的 通盘 筹划 的 完整 
的 行动 方案 ,并 非 指 竞争 过 程 中 某 一 业 所 采取 的 局 部 方案 。 例如 在 齐 王 赛马 的 例子 中 ， 
“ 先 出 上 马 ” 只 是 作为 一 个 策略 的 一 -个 组 成 部 分 ， 并 非 一 个 完整 的 策略 ， 而 完整 的 策略 是 
一 开始 就 要 把 各 人 的 3 下马 半 好 ,然后 依次 出 赛 。 后 一 个 交友 吉 是 一 

完整 的 行动 方案 ， re 如 田 呈 先 出 下 寺 -然后 出 中 马 ， 最 后 出 上 马 ( 简 记 为 
中 、 上 )) 就 是 田 尽 的 一 : A 

ep Ne es 也 可 不 相同 ， 可 以 是 有 限 个 ， 也 可 以 是 无 限 
个 。 一 个 局 中 人 拥有 的 策略 的 全 > 体 称 为 该 局 再 大 的 策略 集 。 例如 ， 在 “田鼠 赛马 ”中 ， 上田 
鼠 的 策略 集 里 有 "6 个 策略 ; (上 ， 中 ， 下 )，( 上 , 下 , 中 ), (中 ， 上 , 下 ),， (中, 下 ， 
上 ), (下 ,上 , 中)，( 下 , 中 ， 上 )。 这 6 个 策略 的 集合 就 是 田鼠 的 策略 集 ， 而 齐 王 的 策 
略 集 与 田鼠 的 一 样 。 

如 果 在 一 局 对 策 中 ,各 个 局 中 人 都 有 有 限 个 策略 ， 称 为 有 限 对 策 (Finite Game)， 否 
则 称 为 无 限 对 策 (Infinite Game) 。 例 如 ， 田 鼠 赛 马 就 是 一 个 有 限 对 策 ， 而 市 场 竞争 中 ， 因 
价格 变动 可 能 有 无 限 个 值 ， 故 可 认为 是 无 限 对 策 。 

3. 赢得 及 赢得 函数 

局 中 人 采用 不 同 策略 对 策 时 ， 各 方 总 是 有 得 或 有 失 ， 统称 赢得 (Payoff) 或 得 益 。 在 齐 
王 赛马 的 例子 中 ， 最 后 田鼠 得 1 千金 ， 而 齐 王 损失 1 千金 ， 即 为 这 局 对 策 ( 结 局 时 ) 双 方 的 
赢得 。 可 以 用 1 和 来 表示 。 

实际 上 ， 每 个 局 中 人 在 一 局 对 策 结束 时 的 赢得 ， 是 与 局 中 人 所 选 定 的 策略 有 关 ， 例 如 
在 齐 王 赛马 的 例子 中 ， 当 齐 王 出 策略 (上 、 中 、 下 )， 田 鼠 出 策略 (下 、 上 、 中 ) 时 ， 田 忌 得 
千金 ， 而 如 果 齐 王 与 田鼠 都 出 策略 (上 、 中 、 下 ) 时 ， 田 鼠 就 得 付出 3 千金 了 。 所 以 用 数学 
语言 描述 为 ,一 局 对 策 结束 时 ， 每 个 局 中 人 的 赢得 是 全 体 局 中 人 所 取 定 的 一 组 策略 的 函 
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数 ， 通 常 称 为 赢得 函数 (Payoff Function) 。 用 符号 H; 表示 局 中 人 i 的 赢得 函数 。 

在 对 策 论 中 ， 从 每 个 局 中 人 的 策略 集中 各 取 一 个 策略 ， 组 成 的 策略 组 ， 称 为 一 个 局 势 
(Situation) 。 于 是 赢得 是 局 势 的 函数 。 如 果 在 任 一 局 势 中 ,全 体 局 中 人 的 赢得 相 加 总 和 等 
于 零 时 ， 这 个 对 策 就 称 为 零 和 对 策 (Zero 一 sum Game)， 否则 就 称 为 非 零 和 对 策 。 例 如 ， 
“田鼠 ”赛马 中 ， 若 齐 王 采取 (上 ， 中, 下) 策略 ， 田 忌 也 采取 (上 ， 中 ,， 下) 策略， 就 构成 
了 一 个 局 势 ， 此 时 ， 章 王 的 赢得 为 3 千金， 田鼠 为 一 3 千金 。 本 对 策 问 题 中 ， 共 存在 6X6 
三 36 个 策略 组 合 ， 各 策略 组 合 下 局 中 人 的 赢得 值 都 可 以 计算 出 来 ， 见 表 13- 1 。 

表 13- 1 “ 田 尽 赛马 ”损益 矩阵 









































S: 有 B: 有 有 B; Bs 
Si (上 中 下 ) (上 下 中 ) (中 上 下 ) (中 下 上 ) | (下 上 中 ) (下 中 上 ) 
wm (上 中 下 ) 3， 一 3 1, 一 1 1, 一 ! 1，71 NA-1, 1 1, —1 
o (上 下 中 ) | 六 由 = JSN Ty = 





(中 上 下 ) 1, —1 —1, 1 3, —3, joi1 1, —1 1, —1 



































在 表 13 -1 中， 局 中 人 甲 方 齐 主 的 策略 集 为 ”>| 、 
可: SI 二 {as azs ass Qn 3 oe 
局 中 人 乙方 田鼠 的 策略 集 为 A 
DN ) S$={h, BBE NB B, B;} 
表 13 -1 短 阵 叫 的 元 素 前 面 数字 表示 局 中 人 甲 的 赢得 值 ， 后 面 元 素 表 示 局 中 人 乙 的 赢 
得 值 ， 把 甲 方 并 王 多 赢得 值 用 下 面 的 算 隆 表示 。 











| 3 1 1 lL 
1 3 1 1 i | 
1 -一 让， 坦 1 1 1 
A= 
| 其 3 1 1 
1 1 到 1 
1 一 上， 出 1 3 


和 矩阵 A 称 为 局 中 人 甲 方 的 赢得 矩阵 。 
13. 1. 2 ”对 策 问题 的 分 类 


实际 中 有 各 种 各 样 的 对 策 问题 ,根据 局 中 人 人 多寡、 策略 数 是 否 有 限 、 启 得 函数 代数 和 
是 否 为 零 和 ， 局 中 人 是 否 允 许 合作 等 问题 常常 将 对 策 问题 分 成 下 列 几 类 。 

(1) 根据 策略 的 选择 和 时 间 有 关 和 无 关 可 分 为 静态 对 策 和 动态 对 策 。 

(2) 根据 局 中 人 的 个 数 ， 分 为 二 人 对 策 和 多 人 对 策 。 

(3) 根据 各 局 中 人 的 赢得 函数 的 代数 和 是 否 为 零 ， 分 为 零 和 对 策 和 非 零 和 对 策 。 
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(4) 根据 局 中 人 的 策略 集中 策略 个 数 有 限 还 是 无 限 ， 分 为 有 限 对 策 和 无 限 对 策 。 
(5) 根据 各 局 中 人 之 间 是 否 允许 合作 ， 分 为 合作 对 策 和 非 合作 对 策 。 
对 策 模型 的 形式 很 多 ， 通 常 遇 到 的 对 策 问题 ， 就 是 上 述 各 类 对 策 的 组 合 ， 图 13. 1 表 
示 的 是 对 策 问题 的 分 类 组 合 。 
零 和 对 策 
合作 对 策 snl ame 


对 
: | 变 和 对 策 


ro 多 人 对 策 


动态 对 策 入 
图 13.1 对 策 论 分 类 “发 


在 图 13. 1 对 策 分 类 中 ， 研 究 最 早 、 占 有 重要 地 位 和 SN 限 零 和 对 策 。 










时 策 ， 又 称 为 矩阵 对 策 。 显 
局 中 人 为 田 咏 和 齐 王 ; 每 个 局 中 
之 和 始终 为 零 。 例 如 当 齐 王 赢得 1 









然 ， 田 鼠 赛马 就 是 一 个 典型 的 写 人 有 限 零 和 对 策 
人 都 有 六 个 策略 ; 寺 策 略 组 合 下 
千金 时 ， 田 尽 就 输 挤 守 千 金 ， 有 1+( 一 Ds 

二 人 有 限 震 和 匀 是 最 简单 最 重要 的 对 第 模型， 在 理论 研究 和 求解 方法 两 方面 都 是 比 
较 完善 和 成 熟 > TE te I 本 章 
所 研究 的 对 策 问题 主要 是 矩阵 对 策 ， 通 常 矩 阵 对 策 表 示 为 G= 1S, ，S,，A)， 表 示 局 中 人 
ee Y 

【 例 13.1】 甲 、 乙 二 人 玩 前 刀 ， 石头 布 游戏 ， 输 方 付 给 赢 方 1 元 人 民 币 ， 若 双方 
所 出 策略 相同 ， 例 如 都 出 剪刀 ， 则 赢得 均 为 零 。 试 写 出 双方 进行 一 次 游戏 时 各 局 中 人 的 策 
略 集 和 局 中 人 甲 的 世 得 矩阵 。 

解 ”显然 ， 局 中 人 甲 和 乙 可 出 的 策略 有 剪刀 、 石 头 和 布 ， 此 对 策 问 题 为 二 人 有 限 零 和 
对 策 ，S = 一 S: 一 (tw ，o， oa)={B, B, 及) 一 {剪刀 , 石头 ， 布 }， 局 中 人 甲 的 赢得 矩 
阵 为 





一 个 对 策 问 题 只 要 具备 以 此 个 茶 件 就 称 为 二 


a so 


13. 2 ”和 矩阵 对 策 的 纯 策略 


对 于 对 策 问题 ， 所 关心 的 是 一 旦 对 策 问题 的 三 要 素 确定 了 ， 双 方 分 别 会 出 什么 策略 。 
在 矩阵 对 策 中 ， 若 知道 了 局 中 人 甲 的 赢得 矩阵 ， 就 可 以 找 出 双方 如 何 选择 自己 策略 来 对 付 
对 方 ， 使 得 自己 的 收益 最 大 或 损失 最 小 。 要 讨论 的 问题 必须 对 对 策 模 型 提出 一 定 假设 
前 提 。 


为 求 出 对 策 模型 的 解 ， 首 先 需要 对 双方 的 对 策 条 件 作 如 下 的 假设 。 
(1) 对 策 双方 的 行为 是 理智 的 ， 对 策略 的 选择 不 存在 任何 侥幸 心理 
(2) 局 中 人 选取 策略 的 目标 是 收益 最 大 或 损失 最 小 。 

(3) 局 中 人 同时 选取 各 自 的 行动 策略 ， ER 策略 。 








(4) 对 策 中 的 有 关 规 定 和 要 求 ， 局 中 人 是 知道 的 。 





在 这 里 ， 先 简单 介绍 纯 策 略 和 混合 策略 的 全 有 由 和 策 问题 昧 双方 会 分 别 采取 S 中 的 
策略 ， 这 样 的 策略 称 为 纯 策略 ; 但 是 ,例如 在 和 ”游戏 中 ， 知 道 如 果 田 忌 和 齐 王 
都 可 以 随机 选择 策略 ， 目 双方 都 不 会 国定 的 选择 其 中 的 某 一 个 策略 ， 会 按照 一 定 的 概率 在 
其 策略 集中 出 策略 ， 这 种 情况 ， 称 为 混合 策略 : 本 节 中 ,重点 研究 双方 出 纯 策略 的 矩阵 对 
策 求解 ， 下 一 节 中 探讨 混合 策 咯 的 纺 降 计生 求解。 2 
13. 2. 1 超 优 原则 > 8 , 5 

为 了 更 方便 地 求解 兴隆 对 策 ，3 这 里 先 介 绍 六 种 对 矩阵 进行 简化 的 方法 一 一 超 优 原则 。 

设 A=(ai )wxx 为 局 中 人 甲 的 赢得 乍 隆 5 名 当 在 策略 组 合 (a;，B) 下 局 中 人 甲 的 损益 
值 ， 如 果 在 矩阵 4 宙 窒 在 两 行 7 行 与 行 :移行 的 元 素 均 不 小 于 行 的 元 素 ， 即 对 一 切 7 一 
1，2，…, 二 都 有 av 三 as ， 则 称 局 中 人 甲 的 策略 a, 优 超 于 a,; 同样 如 果 在 矩阵 4 中 存在 
两 列 h 列 与 & 列 ,h 列 的 元 素 不 小 于 k 列 的 元 素 ， 即 对 于 一 切 i 王 1，2，…， 罗 2 都 有 ay 过 
ax， 则 称 局 中 人 乙 的 策略 B 优 超 于 忆 。 

超 优 原则 : 当局 中 人 甲 的 某 策略 a;， 被 其 他 策略 之 一 所 超 优 时 ， 可 在 A 划 去 第 i 行 ， 
同样 对 于 局 中 人 乙 来 说 ， 可 以 在 A 中 划 去 被 其 他 策略 之 一 所 超越 的 那些 列 ， 所 得 的 阶 数 较 
小 的 矩阵 4 ， 他 所 对 应 的 对 策 与 原 对 策 忆 等 价 ; 即 它们 有 相同 的 矩阵 对 策 的 解 。 

对 于 比较 复杂 的 矩阵 对 策 问题 ， 采 用 超 优 原则 对 赢得 矩阵 进行 简化 ， 求 解 起 来 会 更 方 
便 一 些 。 下 面 举例 说 明 超 优 原则 的 应 












































【 例 13. 2 简化 下 面 的 矩阵 对 策 加 题 ， 其 中 局 中 人 甲 的 赢得 矩阵 为 
6 4 5 4 6.5 
和 
A=|5 5 15 4 9 
1 人 = 
六 "六 旷 
解 由 于 第 3 行 优 超 于 第 2 行 ， 第 1 行 优 超 于 第 5 行 ， 所 以 将 第 2 行 和 第 5 行 划 去 ， 





DD 


可 以 得 到 新 的 矩阵 
B BRB BR& 
ar64 5 4 6.5 
4 一 as | 5 15 4 9 
wm 3 —3 0 8 
对 于 4, ,第 1 列 优 超 于 第 5 列 ， 第 4 列 优 超 于 第 2 列 ， 所 以 将 第 2 列 和 第 5 列 划 去 ， 





可 以 得 到 新 的 矩阵 
B B Bb 


ar6 5 4 
4 一 as | 5 | 
ull —3 0 


对 于 A;， 第 3 列 优 超 于 第 1 列 ， 所 以 将 第 1 列 划 去 ， mo 
B Bh C0 


的 


对 于 4 ， 第 Mm 得 到 新 的 和 矩阵 
arm"B hb 

WA =a[5 4] 2 

对 于 4,， 第 2 列 优 直 于 第 列 、 所 以 将 第 1 列 划 去 得到 一 个 数字 4， le 
策略 分 别 为 a 和 及 ， 所 以 此 德 阵 对 策 的 - -个 解 产 (加 。B)， 局 中 人 甲 的 得 益 为 4， 乙 
为 一 4。 
关于 直 优 原则 曾 泛 用 ， 需要 注意 : 利 有 她 仿 床 简化 记得 和 隆 时 、 有 可 能 将 原 和 矩阵 对 
策 的 解 划 去 一 些 ， 因 此 这 里 对 超 优 原则 进行 修改 ,介绍 另外 一 种 简化 矩阵 的 广 严格 
下 策反 复 消去 法 ;就 不 会 消去 矩阵 对 策 的 解 ， 但 是 有 的 赢得 矩阵 往往 无 法 简化 。 

如 果 在 矩阵 A 中 存在 两 行 > 行 与 * 行 , x 行 的 元 素 均 不 小 于 ; 行 的 元 素 ， 即 对 一 切 j 一 
1，2，…, nn 都 有 a 这 ay， 则 称 局 中 人 甲 的 策略 a, 是 w 的 严格 下 策 ， 同 样 如 果 在 矩阵 4 
中 存在 两 列 h 列 与 & 列 ，h 列 的 元 素 不 小 于 k 列 的 元 素 ， 即 对 于 一 切 i 二 1，2，…，m 都 有 
an ax ， 则 称 局 中 人 乙 的 策略 忆 是 的 严格 下 策 。 

严格 下 策反 复 消去 法 ， 通过 在 赢得 矩阵 中 进行 反复 消去 严格 下 策 ， 可 以 对 矩阵 进行 简 
化 ,而且 不 会 消去 矩阵 对 策 的 解 。 

下 面 通过 一 个 例子 介绍 矩阵 对 策 最 优 纯 策 略 的 求解 方法 。 

【 例 13. 3】 ” 某 地 区 有 甲 、 乙 两 家 企业 生产 同 种 产品 ,采取 相同 的 价格 出 售 ,为 了 提 
高 市 场 份额 ， 均 采取 做 广告 的 方式 扩大 自己 的 销售 量 。 甲 和 乙 均 有 3 种 广告 策略 。 甲 企业 
所 占 的 市 场 份额 增加 的 百分数 如 下 面 和 矩阵 4 所 示 。 

B BB BRB 


ar3 1 4 
A=a; 上 一 6 -| 
wl4 一 2 一 3 























ES as 人 


求 该 矩阵 对 策 的 最 优 纯 策 略 。 

解 从 4 中 可 以 看 出 ， 甲 企业 的 最 大 赢得 为 5， 若 想得到 这 个 赢得 ， 他 就 应 该 选择 
qz。 由 于 乙 企 业 也 是 理智 的 ,他 考虑 到 甲 企 业 打 算出 a; 的 心理 ， 于 是 .准备 用 记 来 对 付 甲 
企业 ， 这 样 甲 企业 反而 损失 6。 双 方 都 考虑 到 对 方 为 使 自己 尽 可 能 少 的 赢得 而 采取 相应 的 
应 对 策略 ， 所 以 双方 都 不 会 存在 侥幸 心理 ， 而 采取 比较 稳妥 的 策略 ， 即 从 各 自 可 能 出 现 的 
最 不 利 的 情形 中 选择 一 种 最 为 有 利 的 情况 作为 决策 的 依据 ， 这 就 是 所 谓 的 “理智 ”行为 ， 
也 就 是 双方 都 能 够 接受 的 一 种 稳 受 方法 。 

甲 企 业 的 a、as、as 3 种 策略 可 能 带 来 的 最 小 赢得 ， 即 矩阵 4 中 每 行 元 素 的 最 小 值 分 
别 为 : 1， 一 6， 一 3。 在 这 些 最 小 赢得 中 最 好 的 结果 是 1， 即 甲 企 业 应 选择 w 策略 ， 无 论 
乙 企业 选择 何 种 策略 ， 甲 企业 至 少 赢得 1。 

同 理 ， 对 乙 企业 来 说 ， 从 最 稳妥 的 情况 出 发 ， 有 人 BB、 oh 到 最 大 损失 5、 

从 中 选取 最 小 的 1， 这 时 乙 企业 采取 及 策略 ,不 管 Go ee 
A 

















超过 1。 这 时 甲 企业 应 采取 a 策略 ， Ss 时 甲 企业 的 赢得 值 和 乙 企 
业 的 损失 值 都 为 1，(w ,应 ) 称 为 该 矩阵 对 策 的 最 优 


13. 2. 2 最 大 最 小 原则 NN - 


通过 例 13. 3 可 以 得 出 更 一 般 的 的， 最 大 最 小 原则 。 

最 大 最 小 原则 :对 于 矩阵 对 策 G 匠 ?8S,，A}， 设 A 一 (a ) ,为 局 中 人 甲 的 赢得 抵 
阵 ，oi 为 在 纯 局 势 (w ， B) 下 局 中 炎 加 的 报关 人 对 和 中远 素 先 取 小 后 肥大 ， 即 maxmin 
ay， 对 应 的 局 中 人 甲 的 策略 为 bg 对 列 中 元 素 先 到 大 后 县 水 。 Bminmaxas ， 对 应 着 局 中 
人 乙 的 策略 为 及 ， Ran mi 矩阵 对 策 才 存在 最 优 纯 策略 ， 
并 把 纯 局 势 (a,， 3 称 为 对 策 G 在 纯 策略 F 的 解 ， 又 称 为 对 策 G 的 鞍点 或 平衡 局 势 。 把 其 
值 V 称 为 对 策 G 的 浊 策 值 。 TK 

例 13. 3 中 》 faxminas 一 max 1 = ly minmaxa; = min {5, 1, 4}=1, 
鞍点 为 (w， 应)， 对 策 值 为 V 一 1。 

【 例 13. 4】 矩阵 对 策 G= 王 4S,，S:，4}) ， 局 中 人 甲 的 赢得 矩阵 为 

2 一 3 4 一 4 


6 一 4 2 一 5 
A= 
如 训导 和 
会 8 2 二 
求 该 矩阵 对 策 的 鞍点 和 对 策 值 。 





解 首先 采取 严格 下 策反 复 消 去 法 对 和 矩阵 4 进行 简化 ， 由 于 第 3 行 对 应 元 素 均 大 于 第 
4 行 ， 所 以 w 策略 是 w 策略 的 严格 下 策 ， 理 性 的 局 中 人 甲 不 会 采取 w 策略 ,应 消去 w 策 
略 ， 得 到 矩阵 4, 。 








B BB Ph 


DD 


对 于 矩阵 A1，B, 和 BB 策略 相对 于 Bs 策略 都 是 严格 下 策 ， 理 性 的 局 中 人 乙 不 会 采取 BB 
和 BB 策略， 应 消去 Bl 和 策略 ,得 到 矩阵 A。 
B Bh 


af4 一 4 
4 一 as 
al3 2J 


对 于 矩阵 4 ，o 策略 相对 于 as 策略 是 严格 下 策 ， 理 性 的 局 中 人 甲 不 会 采取 a 策略 ， 
应 消去 a 策略 ， 得 到 矩阵 A;。 











B Bh 
af4 一 4 
“= 2 ] 从 

显然 矩阵 4; 已 经 不 能 进行 简化 ， 矩阵 4; 与 矩阵 4 等 价 
在 矩阵 4; 中 采取 最 大 最 小 原则 求 最 优 纯 策略 。 NN 
对 于 局 中 人 甲 来 说 ， 若 采取 w 策略 ， minev mi 村 一 分 三 一 4 
若 采取 os 策略 ， minaz =min {3,2} =2 NSF 

所 以 maxminay 一 max 《4 1X 

对 于 局 中 人 乙 来 说 ,车 采取 忆 ee naxaa =max (4, 3} =4 

若 采取 有 策略 ，maxaw max Cs， 2} 一 2 六 让 

所 bmiammyay 一 min 人 IF 2 = ww X% 1 从 

roegmniney —mminmadg 2 NS 八 

所 以 记 和 了 和 在 最 优 纯 策略 ， 即 存在 鞍 (as，B)。 和 矩阵 对 策 的 对 策 值 为 V==2。 
局 中 人 甲 赢 ， 局 中 人 乙 为 一 2。 2 

一 般 矩 阵 ne 当 解 不 唯一 时 ， 解 之 间 的 关系 具有 下 面 两 条 性 质 。 

(1) 无 差别 性 : 车 (a 和 a ) 和 (os 和 ws ) 是 对 策 G 的 两 个 解 ， 则 aij 二 ai,j, 。 

(2) 可 交换 性 ; 车 (a ，B, ) 和 (a ,局 ) 是 对 策 G 的 两 个 解 ， 则 (ww ，B,) 和 (@，B) 
也 是 解 。 

这 两 条 性 质 表 明 ， 和 矩阵 对 策 的 值 是 唯一 的 。 即 当局 中 人 甲 采用 构成 解 的 最 优 纯 策略 
时 ， 能 保证 他 的 赢得 V 不 依赖 于 对 方 的 纯 策略 。 


13. 3 和 矩阵 对 策 的 混合 策略 


13. 3.1 混合 策略 的 概念 


通过 上 节 的 讨论 可 知 ， 求 矩阵 对 策应 先 判断 是 否 存在 鞍点 ， 但 有 些 和 矩阵 对 策 不 存在 壕 
点 ， 亦 即 对 策 没有 平衡 局 势 ， 例 如 田鼠 赛马 中 , 按照 “最 大 最 小 ”原则 可 得 


maxminay 一 max { 一 1， 1, 1, l= 1} 于 











minmaxaj—min {3, 3, 3, 3, 3, 3}=3 
和 


有 天天 天 本 本 各 = 


由 于 maxminay 关 minmaxay， 所 以 田鼠 赛马 不 存在 鞍点 。 此 对 策 为 没有 鞍点 的 对 策 ， 
或 称 在 纯 策略 下 没有 解 。 下 面 举例 说 明 这 类 对 策 的 特点 。 

【 例 13.5】 。 猜 硬 币 游戏 : 甲 、 乙 两 个 儿童 玩 猜 硬币 游戏 ， 甲 手中 拿 着 一 枚 硬币 ， 把 
硬币 盖 在 桌子 上 ， 让 儿童 乙 猜 是 正面 向 上 还 是 反面 向 上 。 如 若 猜 对 甲 给 乙 1 元 钱 ， 猜 错 乙 
给 甲 1 元 钱 。 

猜 硬币 游戏 属于 和 矩阵 对 策 ， 儿 童 甲 的 策略 有 出 正面 向 上 (a ) 和 出 反面 向 上 (as)， 儿 童 
乙 的 策略 有 猜 正 面向 上 (Bi 和 猜 反 面向 上 (及 ) 。 

该 矩阵 对 策 G 二 {51，S;，A}) 中 ,Si 王 (a1，as)，S, 一 {BL， 民 )， 儿 童 甲 的 赢得 矩阵 为 

A=[ 下 ] 
1 一 1 _ 

采用 最 大 最 小 原则 ， maxminay 一 一 ]， minmaxay =1, mini ay Fminmaxas ， 所 以 
猜 硬 币 游戏 不 存在 最 优 纯 策略 。 说 明 儿 童 甲 和 乙 不 可 能 单独 采取 其 中 某 一 个 策略 ， 以 不 
变 应 万 变 。 一 个 比较 合理 的 想法 是 : 局 中 人 在 其 策 集中 照 一 定 的 概率 分 布 选择 策略 ， 
以 使 对 方 的 平均 赢得 最 少 。 也 就 是 说 ， 局 中 人 会 选择 下 一。 实际 上 ， 最 优 纯 策略 问题 
是 混合 策略 的 特例 ， 即 两 个 局 中 人 各 以 CR -策略 ， 而 其 他 的 策略 选取 的 
概率 为 0。 1 

对 于 本 例 ， 可 以 假设 儿童 甲 出 oh >Z， 则 出 策略 w 的 概率 为 1 一 x。 

儿童 乙 出 策略 B 的 概率 为 y， 策略 访 的 概率 为 lzy. 

则 可 以 得 出 儿童 乙 选择 8 J 1 为 Es 1xz+i Da Z) 一 2z 一 1 

儿童 乙 选择 忆 的 期 望 值 为 下 (—1) Xz+ X05 1—2x 


若 令 Es 一 Es ， 可 和 f 一 0. 5。 SR 多 
现在 以 0.5 为 如 对 好 行 讨论 。 wy 
































eae ol lL A 
oy 即 儿童 甲 出 正面 向 上 的 概率 小 于 0. 5 时 ，Es 二 Es ， 理 性 的 儿童 乙 会 
择 猜 反面 向 上 (Be)， 这 样 儿童 乙 的 平均 赢得 就 会 比较 多 ,相反 儿童 a 
多 ， 所 以 理性 的 儿童 甲 是 不 会 出 混合 策略 z+<=0. 5。 
(2) 当 z>0.5 即 儿童 甲 出 正面 向 上 的 概率 大 于 0. 5 时 ，Es 之 Eee ， 理 性 的 儿童 乙 会 选 
择 猜 正面 向 上 (8 )， 这 样 儿童 乙 的 平均 赢得 就 会 比较 多 ， 相 反 儿 童 甲 的 平均 损失 就 比较 
多 ， 所 以 理性 的 儿童 甲 是 不 会 出 混合 策略 x 二 0. 5。 

(3) 当 z=0.5 即 儿童 甲 出 正面 向 上 的 概率 等 于 0. 5 时 ，Es 二 Es 二 0， 儿 童 乙 不 论 采 
取 何 种 策略 ， 平 均 赢得 都 是 零 ， 见 图 13. 2(a) 。 

同 理 ， 当 乙 猜 正面 的 概率 小 于 0. 5(y 过 0. 5) ， 则 甲 选择 出 正面 ; 当 乙 猜 正 面 的 概率 大 
于 0.5(y>0.5)， 则 甲 选 择 出 反面 ， 当 乙 出 正面 的 概率 为 0.5 时 ， 甲 不 论 采取 何 种 策略 ， 
平均 赢得 也 都 是 零 ， 见 图 13. 2(b) 。 
将 两 个 图 绘制 在 一 起 ， 其 交点 即 为 最 优 混合 策略 ， 即 双方 均 以 0. 5 的 概率 出 正面 或 猜 
正面 ， 见 图 13. 2(c) 。 

综 上 分 析 ， 不论 儿 童 甲 出 混合 策略 + 二 0. 5 或 者 x 二 0.5 即 正面 向 上 和 反面 向 上 的 概率 
不 相等 时 ， 儿 童 乙 的 平均 赢得 都 是 正 值 ， 相 反 儿 童 甲 的 平均 损失 都 是 正 值 。 只 有 当 > 一 
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0.5 时 ， 儿 童 乙 的 平均 赢得 才 最 小 ， 所 以 儿童 甲 的 最 优 混合 策略 为 分 别 以 0.5 的 概率 出 正 
面向 上 和 反面 向 上 。 

同 理 ， 可 以 分 析出 儿童 乙 的 最 优 混合 策略 为 分 别 以 0. 5 的 概率 猜 正 面向 上 和 狂 反 面向 上 。 

对 策 值 为 V=0.5X0.5X( 一 DD 十 0. 5X0.5X1 十 0. 5X0.5X1 十 0. 5X0.5X( 一 ])=0 

实际 上 也 可 以 采取 画图 的 方法 求解 该 矩阵 对 策 的 最 优 混合 策 略 。 分 别 画 出 儿童 甲 的 混 
合 策略 x 随 儿童 乙 的 混合 策略 y 变化 的 曲线 ， 如 图 13. 2(a) 所 示 ， 儿 童 乙 的 混合 策略 y 随 
儿童 甲 的 混合 策略 变化 的 曲线 (为 了 研究 方便 ， 横 坐标 用 y 表示 ， 纵 坐标 用 x 表示 )， 如 
图 13.2(b) 所 示 。 把 13. 2(a) 和 13. 2(b) 两 个 图 形 放 在 一 个 图 形 中 ， 即 得 到 在 图 13. 2(c) 。 
在 图 13. 2(c) 中 的 交点 坐标 为 (0.5，0. 5) ， 即 为 儿童 甲 和 儿童 乙 的 混合 策略 : 儿童 甲 的 最 
优 混合 策略 为 分 别 以 0. 5 的 概率 出 正面 向 上 和 反面 向 上 ; 儿童 乙 的 最 优 混合 策略 为 分 别 以 
0. 5 的 概率 猜 正 面向 上 和 猜 反 面向 上 。 





a 
Fa 





0.5 Ty 


(a) (b) (©) 


JW 
归 0 图 1435. 2 “ 猜 硬币 游戏 ” 


从 例 13. 5 可 以 抽 对 于 没有 禄 点 的 对 局 中 人 参加 对 策 时 ,不 是 决定 用 哪 
一 而 区 大 相信 略 ， 以 这 样 一 种 方式 选取 纯 策 略 参加 对 
策 是 双方 的 i: 1 

综 上 所 述 ,为 了 克服 有 些 对 策 没 有 鞍点 的 困难 ,将 这 些 对 策 作 这 样 的 扩充 ， 把 每 个 局 
中 人 的 策略 集合 5; 扩充 为 在 集合 S; 上 的 概率 分 布 集合 S; ， 赢 得 函数 是 进行 多 次 对 策 所 赢 
得 的 数学 期 望 值 ， 称 这 种 扩充 为 

混合 扩充 : 设 有 和 矩阵 对 策 











则 Sr 和 Sz 分 别称 为 局 中 人 甲 和 局 中 人 乙 的 (或 策略 集 ); XEST ,YE 


| 第 | 济 对 策 论 


S; 分 别称 为 局 中 人 甲 和 局 中 人 乙 的 混合 策略 (或 策略 ); 对 XES? ,YES; ， 称 (X，Y) 为 
= (或 局 势 )。 局 中 人 甲 的 赢得 函数 记 为 : 


这 样 得 到 的 一 个 新 的 对 策 ， 记 为 G 三 {51，5;，E},， 称 G* 为 对 策 G 的 混合 扩充 。 

当 maxmina minmaxas 时 用 G* 代替 G， 有 一 个 混合 局 势 (X” ，Y* ) 对 两 局 中 人 而 言 都 
在 某 种 意义 下 是 最 优 的 。 对 于 局 中 人 甲 采 用 混合 策略 X 时 ， 他 只 希望 获 得 min E(X,Y)， 
YES; ， 就 是 局 中 人 乙 所 有 的 混合 策略 中 使 局 中 人 甲 获 得 最 少 ， 即 如 果 甲 出 混合 策略 zi ， 
乙 就 在 其 可 能 的 混合 策略 中 出 一 个 策略 以 使 甲 获得 最 少 。 对 于 甲 的 男 一 混合 策略 zs 也 如 
此 。 则 甲 就 应 选取 所 有 这 些 策略 中 使 自 we 
















因此 ， 局 中 人 甲 应 选取 XES? ,使 min E(X,Y)， ; 取 最 大 ， 即 局 中 人 甲 保证 
自己 的 赢得 不 少 于 : 


同样 ， 局 中 人 乙 的 支出 至 多 是 


G=1S，S ，4) 的 混合 扩充 ， 局 





记 其 值 为 V， 则 称 V 为 对 策 G* 的 值 ， 称 使 上 式 成 立 的 混合 局 势 (X" ，Y* ) 为 对 策 G 
在 混合 策略 下 的 解 (或 简称 解 )，X* 和 Y* 分 别称 为 局 中 人 甲 和 局 中 人 乙 的 最 优 混合 策略 
(或 简称 最 优 策略 ) 。 

求解 一 个 最 优 纯 策略 问题 可 以 看 成 求解 混合 策略 问题 的 一 个 特例 ， 它 表示 两 个 局 中 人 
各 自 以 100% 的 概率 选取 其 某 一 个 策略 ,而 其 他 的 策略 选取 的 概率 和 皆 为 零 。 

矩阵 对 策 有 许多 解法 ， 对 于 mX2 和 2Xn 类 型 可 采取 图 解法 ， 对 于 一 般 问题 可 采用 通 
用 的 方法 一 一 线性 规划 法 。 


13. 3. 2 图 解法 


图 解法 求解 矩阵 对 策 ， 一般 适 用 于 赢得 矩阵 为 2Xn 或 mwX2 的 对 策 问题 对 于 mw 和 
都 较 大 的 对 策 问题 就 不 适用 了 。 下 面 通过 例子 来 说 明 这 种 方法 。 
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【 例 13. 6】 求解 矩阵 对 策 G 二 (5S,，S;，A)， 其 中 
= 3 说 
7 5 2 
Sl!={a, oa}, $={B, Be, Bi}。 

解 设 局 中 人 甲 的 混合 策略 为 x-、Q1 一 +)，zxE€ [0，1]。 过 坐标 轴 上 坐标 为 0 和 1 的 
两 点 分 别 作 两 条 垂 线 I 和 卫 ， 垂 线 上 的 点 的 纵 坐 标 分 别 表示 局 中 人 甲 采取 纯 策略 w 和 ao 
时 ， 局 中 人 乙 采取 各 纯 策 略 的 赢得 值 ， 如 图 13. 3 所 示 。 

当局 中 人 甲 选 择 每 一 混合 策略 时 ， 他 的 最 少 可 能 的 赢得 由 局 中 人 乙 选择 房 、 尿 、 时 
所 确定 的 三 条 直线 2x 十 7(1 一 +)，3x 十 5(1 一 x+)，11x 十 2(1 一 zx) 在 xz 处 的 纵 坐标 的 最 小 
者 ， 即 如 折线 BCDE 所 示 。 所 以 对 局 中 人 甲 来 说 ， 他 的 最 优选 择 就 是 确定 x 使 他 的 赢得 
尽 可 能 地 多 ， 从 图 13. 3 可 以 看 出 ,应 选择 + 二 OA,， 而 AC 即 为 对 策 值 ， 为 求 出 x 和 对 策 
值 V， 可 以 联 立 过 点 的 两 条 线段 BB 和 所 确定 的 方程 组 MK” 

人 =V VS 外 
Hz+20 一 zi] | 
8 


解 得 z=3/11,V==49/11。 所 以 ， 局 中 人 二 入 最 优 浊 全 策略 为 X。 =( 基 , 车)。 此 


外 ， 还 可 以 从 图 上 看 出 ， 局 中 人 乙 的 最 优 混 答 策 厂 只 有 尼 和 尼 组 成 。 所 以 局 中 人 乙 出 忆 
的 概率 为 0。 因 此 假设 局 中 人 乙 出 民 的 概率 为 y， 出 访 的 概率 为 1 一 y 由 
at 5y+2(1—y)s S49/11 


求 得 y=9/11。 所 以 局 中 信 忆 的 最 优 混合 和 昌吉) 


















































图 13.3 2Xn 矩阵 对 策 的 图 解法 


13. 3. 3 线性 规划 法 


对 于 和 矩阵 对 策 G 一 1S,，S: ， 4}. 设 4=( )wx, 为 局 中 人 甲 的 赢得 和 矩阵，w; 为 在 策略 
组 合 (a;，B) 下 局 中 人 甲 的 损益 值 ， 局 中 人 甲 的 混合 策略 为 分 别 以 zx; 的 概率 出 策略 a;，i 王 


; 局 中 人 乙 的 混合 策略 为 分 别 以 w 的 概率 出 策略 B;，j 二 1 
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当局 中 人 甲 取 纯 策略 a; 时 ， 其 相应 的 赢得 函数 为 E(a,) 一 >)asy; ， 局 中 人 乙 希 望 局 
中 人 甲 的 赢得 尽 可 能 地 少 ， 其 损失 就 越 少 。 

当局 中 人 乙 取 纯 策 略 B 时 ， 其 相应 的 损失 函数 为 E(B,) 一 Dasz; ， 局 中 人 甲 希望 局 
中 人 乙 的 损失 尽 可 能 地 多 ， 其 赢得 就 越 多 。 

所 以 矩阵 对 策 的 最 优 混合 策略 可 以 由 以 下 两 个 不 等 式 组 合 得 到 

不 等 式 组 ( 工 ) 为 
oil 演义 了 一 1,2.… 沁 


12)z;=1 


i 


Xi 宕 0 1 一 1,.2,… 伦 
不 等 式 组 (了 ) 为 洽 - 
Zaiy; <V NR ean 


j=1,2,° on 
其 中 , V 为 矩阵 对 策 对 策 值 : 不 等 式 组 的 能 即 肖 该 矩阵 对 策 甲乙 两 个 局 中 人 的 


最 优 混合 策略 。 Sq :小 
ye 
不 妨 设 V>0 与 赢得 矩阵 中 有 关系 ， 对 于 不 等 式 组 (D 来 说 ， 局 中 
人 甲 希望 V 越 炎 让 好 ? 也 就 是 希望 we 














对 于 不 等 式 组 (了 [) 来 说 ,局 中 人 乙 希 望 V 越 小 越 好 ， 也 就 是 希望 1/V 越 大 越 好 。 
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所 以 , 求解 矩阵 对 策 可 以 等 价 为 求解 如 下 两 个 线性 规划 模型 。 


线性 规划 模型 ( 工 ) 
min 3 
Zaizx'>1 j= oa 
zt >0 i=1, 
线性 规划 模型 ( 卫 ) 
max By’ ~ x 
| 个 i = 1,2. um 


4 四 
0 5 
【 例 13.7】 利用 线 法 求解 赢得 矩阵 
9 


~ 0 11 
解 ep 


方程 组 ( 工 ) 为 

min (z1 十 z 十 z) 

7zx1 十 2x2 十 9xs 实 1 

2z1 十 9x’ 十 0x 宇 1 ,全 法 
9xi 十 0xs 十 11x 宇 1 

zi20 i=1, 2, 3 





方程 组 ( 工 ) 为 
max (yi 十 十 y) 

7y% 十 2y% 十 9y% 入 1 

2y1+9y: 十 0ys 志 1 (1) 
9y1 二 0y 十 11y; 和 1 

y20 j=1, 2, 3 

Y’*=(1/20, 1/10, 1/20) X’*=(1/20, 1/10, 1/20) 

w=16/80 z=16/80 
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于 是 
V 一 80/16 一 5 
所 以 局 中 人 甲 的 最 优 混合 策略 为 
和 一 VX =5X(1/20, 1/10, 1/20)=(1/4, 1/2, 1/4) 
局 中 人 乙 的 最 优 混合 策略 为 


Y*=VY’=5X(1/20, 1/10, 1/20)=(1/4, 1/2, 1/4) 
和 矩阵 对 策 的 解 为 : 局 中 人 甲 分 别 以 1/4、1/2、1/4 的 概率 出 mt、az、as， 局 中 人 乙 分 
别 以 1/4、1/2、1/4 的 概率 出 B、PB&、Bs。 
在 用 线性 规划 模型 求解 矩阵 对 策 时 ，V 值 不 一 定 大 于 0， 可 以 把 矩阵 A 中 的 每 一 个 元 
素 都 加 上 同样 的 一 个 足够 大 的 正 数 天 使 得 所 得 到 的 新 的 赢得 矩阵 A， 的 每 一 个 元 素 都 非 负 。 
有 定理 保证 这 两 个 矩阵 对 策 





ct SA) Lk 

G={S, S$,, A'} < NN 

的 最 优 混合 策略 是 相同 的 ， 这 样 求 出 了 G' 的 最 优生， 也 就 求 出 了 G 的 最 优 混 

合 策略 , 而 且 有 V=V 一 K。 





\ 





在 上 面 的 例子 中 ， 将 不 同 策略 下 囚徒 的 结局 列 于 表 13 - 3。 我 们 注意 到 了 一 个 并 非 最 
优 的 结果 ， 就 是 两 人 都 选择 坦白 的 策略 以 及 因此 被 判 5 年 的 结果 。 双 方 都 不 会 主动 采取 行 
动 偏离 这 个 平衡 状态 ， 如 果 偏 离 这 个 状态 ， 只 会 给 自己 带 来 损失 。 如 张 三 偏 离 ， 则 会 坐 10 
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年 牢 ， 李 四 也 会 坐 10 年 牢 。 如 果 某 情况 下 无 一 参与 者 可 以 独自 行动 而 增加 收益 ， 
略 组 合 被 称 为 纳什 均衡 点 。“ 纳 什 均衡 ”"， 也 叫 非 合作 均衡 ， 


美国 普林斯顿 大 学 约翰 纳什 提出 。 
表 13-3 不 同 策略 下 囚徒 的 结局 


则 此 策 
由 诺 贝 尔 经 济 学 奖 获得 者 一 一 





李 四 


坦 自 Bi 抵赖 B。 


(—0. 25， 





(—5, 一 10) 


一 5》 





(一 10， 一 25) C=—L, —1) 











当然 ,“ 纳 什 均衡 ”虽然 是 由 单个 人 的 最 优 战略 组 成 ， 但 并 不 意味 着 是 
一 个 总 体 最 优 的 结果 。 如 果 上 述 两 个 囚徒 能 够 串 供 进行 合作 ， es 
定 会 选择 都 抵赖 从 而 只 因 偷盗 罪 被 判 1 年 。 当 然 * 正 是 考虑 到 了 这 一 
所 以 警察 才 对 他 们 隔离 审查 从 而 获知 了 事实 走 相 ， 对 办 徒 而 言 有 利 的 全 
作 结 果 才 没有 出 现 。 “纳什 均 衡 ” 描 述 的 就 是 一 种 非 合 作 博 穿 均 衡 ， 在 现实 
中 非 合作 的 情况 要 比 合作 情况 普遍 s 所 以 “纳什 均衡 ”是 对 汉 “。 诺 依 曼 和 
摩根 斯 坦 的 合作 博弈 理论 的 重大 发 展 ， 甚 至 可 以 说 是 一 场 革命 。 


纯 策略 纳什 均衡 的 划 线 法 











John F. Nash 


13.4.1 


仍 以 风 徒 困境 为 例 ， 说 明 





纯 第 只 下 纳什 区 衡 的 求 取 ,人 


(1) 当 李 四 选择 坦白 ， 汉 
(2) 当 李 四 选择 抵赖 ， 张 三 


(3) 当 张 三 选择 坦白 ， 季 四 也 和 


(4) 当 张 三 选择 抵赖 ， 李 四 还 选择 坦 么 ,> 誉 3 月 牢 ， 







a ， 坐 5 年 牢 ; 省 则 将 坐 10 年 牢 ( 表 13 - 4(a))。 
， 坐 3 月 率 ; 否则 会 坐 1 年 牢 ( 表 13- 4(b))。 

全 区 否则 将 坐 10 

否则 会 坐 1 年 


























可 见 ， 无 论 一 方 采取 何 种 策略 ， 另 一 方 的 最 优 策略 均 为 坦白 ， 故 坦白 是 均衡 点 。 任何 
一 方 偏 这 个 均衡 点 都 要 受 更 多 的 损失 。 
表 13-4 纯 策略 下 的 纳什 均衡 

(a) (b) 
| 抵赖 ~ | wp 抵赖 
坦白 mw (一 5， 一 5) | (一 0.25， 一 10) 坦白 (二 全 一身 ，| (二 0 机 ,一 10) 
抵赖 as 《一 1 0 2 C= = 抵赖 as C=—105. 一 0 和 | Xl, 一 从 

(c) (Cd) 
| 抵赖 有 SI 抵 吉 B 
坦白 a (8 = (= 一 1 坦白 mw 一 8 二 贸 0.25， 一 10) 
抵赖 wz (一双 一 大 区 放 (1 抵赖 m (C10 25)| 《一 人 一 坊 
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13. 4. 2 混合 策略 纳什 均衡 的 LP 方法 


【 例 13.8】 对 表 13 - 5 求 取 纳什 均衡 。 
表 13-5 【 例 13. 8】 数 据 表 






解 仍 按 超 优 原 则 进行 简化 。 


第 1 行 收益 均 不 小 于 第 3、 SR Eid 奖 


对 于 局 中 人 乙 ， 
> 一 3 一 2 SS 7 
pp 
XO ' 效 汪 a 
第 1 列 收益 大 于 第 3 列 和 第 4 列 ， A Bl。 于 是 问题 简化 为 如 表 13 - 6 所 示 。 
表 13-6 问题 简化 结果 表 





由 图 可 见 ， 当 乙 使 用 Bl， 甲 使 用 a;; 当 甲 连续 使 用 ， 乙 发 现 尺 策略 收益 大 于 局， 
于 是 改 为 访 ; 当 乙 连续 使 用 房 ， 甲 发 现 w 策略 下 收益 值 4 之 2， 于 是 甲 又 改 为 at 。 因 此 不 
存在 纯 策略 纳什 均衡 。 解 决 的 办 法 是 分 别 设 甲 和 乙 对 各 自 的 策略 使 用 概率 为  ，z 和 2， 
%， 建 立 两 个 LP 模型。 需要 指出 的 是 纳什 均衡 并 非 零 和 对 策 ， 对 策 双方 都 是 为 了 使 自己 
的 收益 v 最 大 化 ， 即 1/v 的 最 小 化 。 
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建立 模型 时 要 分 别 用 到 甲 、 乙 的 收益 矩阵 : 


eb 


= | 
mt ee 


由 于 所 求 得 的 概率 不 能 为 负 ， 故 B 和 矩阵 各 元 素 都 加 上 4， 于 是 建立 的 LP 如 下 : 


| 
min -一 一 寻 十 z 
Vm 


4z1 十 2z? 之 1 


7 
ZI1，Z2 志 0 


Xi 十 37 宇 1 
5S.t. 


Ee 

一 0.3 

求解 得 ， vmp =1/0. 4 一 2.5 
下 一 坤 ， x1=0. 25 


一， 2 一 0.75 


min =y'+y, 
vz 


3y1 宇 1 
st : 二 +2y 宕 1 
y1, 0 
y=1/3 
三 


p20 N=0:5 
NS 三友， WW =0.5 





13.5 应 用 举例 


前 面 重点 介绍 了 和 矩阵 对 策 的 求解 方法 ， 在 本 节 内 通过 实例 来 说 明 对 策 论 在 日 常生 活 中 


的 应 用 。 
案例 13- 1 市场 竞 争 策略 


阅读 案例 13 - 1， 并 分 析 甲 、 乙 企业 最 优 策略 。 
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分 析 设 国 ， 志 ,省 为 局 中 人 甲 企业 使 用 策略 名，as，as 的 概率 ， 4，ys，ys 为 局 
中 人 乙 使 用 策略 5 名。 的 概率 ， 则 由 或 143 二 和 式 13. 13， 可 建立 如 下 线性 规划 模型 。 





局 中 人 问题 模型 : 此 2 局 中 人 乙 对 策 问题 模型 ; 
min ww 一 好 2 十 max z 二 yi 十 y2 十 y 
10x1 十 12x 十 6x1 宕 1 10y1—ys 二 3y 坟 1 
一 x1 十 10x 十 5x4 之 1 12y'+10y—5y;<1 
Sgr’ 5 +6r,>1 “ey +5y+6y<1 
zi, xhs x0 yi, yr, WI0 
其 中 ， -= Gly 六 = 季 Q=1; 3) 


解决 方案 ”局 中 人 甲 和 乙 的 对 策 问题 模型 为 一 对 对 偶 问题 。 需 要 指出 的 是 , 求 得 的 最 
优 解 并 不 是 概率 值 ， 还 应 根据 xz; 二 Vx; 和 yi 二 Vy; 求 得 概率 值 。 为 此 ， 自 编 软件 
ExcelORM 专 门 设 计 了 求 二 人 零 和 对 策 混 合 策略 的 模型 。 操 作 如 下 : 

(1) 执行 开始 菜单 命令 :“ 程 序 /ExcelORM/ 规 划 论 /矩阵 对 策 /输入 局 中 人 A 策略 数 3 
和 局 中 人 B 的 策略 数 3/ 确 定 "， 生 成 模型 (图 13. 4) 。 

(2) 在 B3: D5 中 输入 赢得 矩阵 。 

(3) 从 菜单 栏 选择 “工具 /规划 求解 "， 设 置 规划 求解 参数 对 话 框 : 
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支 休 下 了 ES 








地 和 对 
Bl 














10 
12 


ol 


吧 


目标 单元 格 0.188235 


7 
可 变 单元 格 0 
最 忧 策略 PP1) 
0 








13\, 
目标 单元 格 : B8、 最 大 - 反 
可 变 单 元 格 : B10: D10 
添加 约束 : B14:, DTT<< 一 1 
求解 ， 得 局 中 


选项 /假定 非 负 /确定 





eh 
可 变 单元 格 : B19: D19 


B17、 最 小 


ww B23: D23>=1 

选项 /假定 非 负 /确定 /求解 ， 得 局 中 

决策 建议 ”局 中 人 甲 以 0，0. 6875， 
0，0.0625，0. 9375 的 概率 使 用 策略 b ， 


案例 13- 2 ”对抗赛 项 目 确定 


阅读 案例 13 - 2， 
项 目的 比赛 ,可 使 各 自 的 成 绩 } 





最 好 。 








:选择 “工具 /规划 求解 9， 


更 | 到 
0.129412 0.058824 
PB2) | Pp3) 
0.6875 03125 
Za | Taiyj 








又 EE 

0.011765 D964 和 ls 
PP2) ~ P(Ep8) 
00625 D935 


垂 陈 对 策 的 Excel 求解 结果 


人 泛 乓 这 策略 (Bl2， D12 单元 格 区 域 ) 。 
重新 设置 规划 求解 参数 对 话 框 : 





人 甲 的 最 优 策略 (B21: D21 单元 格 区 域 ) 。 
0. 3125 的 概率 使 用 策略 al ，as; ，a;; 局 中 人 乙 以 
b:, bs。 


请 帮助 这 两 个 队 的 教练 确定 让 自己 的 健将 级 队员 李 和 王 各 参加 哪个 
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分 析 “这 是 一 个 对 抗 赛 ， 而 非 接力 赛 ' 不 能 用 指派 问题 的 方法 去 解决 。 首 先 构造 两 名 
健将 参加 某 项 比赛 时 甲 、 乙 两 阶 的 福 分 表 。 各 时 队 李 不 参加 睫 沪 ， 乙 队 王 也 不 参加 蝶泳 ， 
而 参加 男 两 项 目 ， 则 两 队 得 分 如 下 : ,Yr Xl 

蝶泳 项 目 : 甲 队 A 第 1 名 ， 得 5 分 ,A: 第 3 窜 基 1 分 ， 共 得 6 分 ; 

仰 沪 项目 ， 甲 队 李 第 2 名 ,得 3 分 ; SN 

蛙泳 项 目 * 用 也 车 第 1 名 , 得 5 分 下 这 ” 

NGC 14 分 ;每 个 单项 总 分 9 分 ，3 个 项 目 共 27 分 ， 乙 队 
共 得 分 27 一 14= 二 13 分 。 
用 同样 的 方法 算出 李 和 王 参加 项 目的 其 他 组 合 如 表 13 - 9 和 13 一 10 所 示 。 


表 13-9 甲 队 得 分 表 表 13- 10 乙 队 得 分 表 





本 不 参加 蝶泳 14 13 12 本 不 参加 蝶泳 13 14 15 
此 项 比赛 仰泳 13 12 12 此 项 比赛 仰泳 14 15 15 
蛙泳 12 12 13 蚌 泳 15 15 14 


解决 方案 ”这 是 一 个 纳什 均衡 问题 。 
在 甲 的 赢得 矩阵 中 ， 第 1 行 的 收益 值 均 不 小 于 第 2 行 ， 故 李 不 参加 仰泳 的 概率 为 0， 在 
乙 的 赢得 矩阵 中 第 2 列 不 小 于 第 1 列 ， 故 乙 不 参加 蝶泳 的 概率 为 0。 于 是 赢得 矩阵 简化 为 : 
yz 2] 
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DD 


x1(13, 14)(12, 15) 
za(12, 15)(13, 14) 








分 别 建立 两 个 LP 模型 : 
Pk po 
min 2=x1T xs min z= yi1 十 yz 
13zx' 十 12x’ 宇 1 相遇 
s | 十 13z2P1 和 5 四 了 十 14y% 之 1 
x1i, Xo>1 y1, 1 


解 此 LP 模型 ， 求 得 最 优 混合 局 势 。 
决策 建议 甲 队 的 李 参 加 仰泳 ， 并 各 以 0. 5 的 概率 参加 蝶泳 和 蛙泳 ; 乙 队 的 王 参 加 蝶 
泳 ， 并 各 以 0. 5 的 概率 参加 仰泳 和 蛙泳 。 


入 林 章 小 对 从 、 

对 策 论 是 研究 具有 竞争 性 质 的 现象 ， 2 RS 论 ， 对 策 自古 有 之 ， 
只 是 在 科学 技术 高 度 发 展 的 现代 社会 ， 更 进 一 I ee 

无 论 何 种 对 策 ， 构 成 一 rer 本 要 素 : 局 中 人 、 策 略 集 和 损益 值 。 

本 章 重 点 研究 的 是 矩阵 对 策 ， 又 称 为 二 0 是 指 两 个 局 中 人 、 每 一 局 中 人 策略 数量 都 
是 有 限 的 且 在 任何 一 对 策略 组 合 下 两 个 局 中 人 的 损 ee 通常 矩阵 对 策 表 示 为 

en 

在 求解 矩阵 对 策 时 ， PB i 次: 

首先 用 严格 下 策反 复 消去 潜 下 记得 答 阵 进行 简化 ,3 

判断 对 策 是 否 存 8 二， 如 荐 存在 ， 可 以 用 天 最 小 ”原则 进行 求解 。 如 车 不 存 
在 鞍点 ， 说 明 存在 最 优 泥 太 策略。 

若是 mX2 阶 和 对 策 或 者 2Xn 阶 入 阴 对 究 。 可 以 采取 “图 解法 ”求解 。 
| 对 于 比较 发 大 的 短 隆 对 策 ， 可 以 采用 线性 规划 法 ”进行 求解 。 

纳什 均衡 是 解决 非 替 和 的 重要 方法 ， 与 零 和 对 策 不 同 的 是 : 

(1) 要 分 别 构造 对 策 各 方 的 收益 抵 阵 。 

(2) 对 策 各 方 均 以 收益 最 大 为 目标 。 

(3) 在 利用 超 优 原则 化 简 时 ， 以 各 自 的 收益 矩阵 进行 比较 各 方案 的 收益 值 。 

(4) 对 混合 策略 也 以 各 自 的 收益 矩阵 建立 LP 模型。 


所 亿 
已 = 关 健 术 语 














对 策 论 (Game Theory) 局 中 人 (Players) 

策略 集 (Strategies) 赢得 函数 (Payoff Function) 

和 矩阵 对 策 、 纯 策略 (Pure Strategies) 混合 策略 (Mix Strategies) 

超 优 原则 (Dominant Principle) 最 大 最 小 原则 (Max 一 min Criterion) 


鞍点 (Saddle Point) 


本 了 = 


人 习 题 


























1. 填空 题 。 
(1) 构成 一 个 对 策 现象 的 共同 特征 是 具有 3 个 基本 要 素 : 和 
(2) 根据 策略 的 选择 和 时 间 有 关 和 无 关 可 分 为 和 
(3) 根据 局 中 人 的 个 数 ， 分 为 对 策 和 对 策 。 
(4) 根据 各 局 中 人 的 赢得 丙 数 的 代数 和 是 否 为 零 ， 分 为 对 策 和 
对 策 。 
(5) 根据 局 中 人 的 策略 集中 策略 个 数 有 限 还 是 无 限 ， 分 为 。 ”对 策 和 
对 策 。 
(6) 根据 各 局 中 人 之 间 是 否 允 许 合作 ， 分 为 对 染 和 和 对 策 。 
pti ea nave ; 但是， 例如 
“ 田 尽 赛 马 ”游戏 中 ， 知 道 如 果 田 尽 和 齐 王 都 可 以 随机 选 洋 策略 ， 且 双方 都 不 会 国定 的 选择 
ee di 
2. 判断 正 误 。 SS 
(1) 矩阵 对 策 的 最 优 解 是 有 限 的 。、 四 ( ) 
(2) 短 阵 对 策 中 ， 如 果 最 优 久 变 求 一 个 局 中 人 采取 纯 第 咯 ， 则 另 一 个 局 中 人 也 必须 采 
取 纯 策略 。 VK pA ( ) 





» AX XL 
(3) 短 了 对 策 中 当局 加 过 到 平衡 时 ， 任 何方 六 面 改变 自己 的 策略 ( 纯 策 办 或 混合 
策略 ) 将 意味 着 自已 更 少 的 赢得 或 更 大 的 摄 拓 。、 en 
(如 时 中 局 中 人 四 的 证 了 元 素 存在 负 值 ， 则 下 得 的 对 第 人 为 负 人 
1 ( ) 
(5) 在 矩阵 对 策 局 中 人 甲 的 赢得 矩阵 的 所 有 元 素 上 加 上 一 个 常数 ， 将 不 影响 双方 各 自 
的 最 优 策略 。 ( ) 
(6) 任何 矩阵 对 策 一 定 存在 混合 策略 意义 下 的 解 ， 并 可 以 通过 求解 两 个 互 为 对 偶 的 线 
性 规划 问题 得 到 。 ( ) 
3. 简 答 下 列 问题 。 
(1) 试 述 组 成 对 策 模型 的 3 个 基本 要 素 及 各 要 素 的 含义 。 
(2) 试 述 二 人 零 和 有 限 对 策 在 研究 对 策 模型 中 的 地 位 、 意 义 ， 为 什么 它 又 被 称 为 矩阵 
对 策 ? 
4 解释 下 列 概念 ， 并 说 明 同 组 概念 之 间 的 联系 和 区 别 。 
(1) 策略 、 纯 策略 、 混 合 策略 。 
(2) 芝 点 、 平 衡 局 势 、 纯 局 势 、 纯 策略 意义 下 的 解 。 
(3) 混合 扩充 、 混 合 局 势 、 混 合 策略 意义 下 的 解 。 
(4) 优 超 、 某 纯 策 略 被 另 一 个 纯 策略 优 超 。 





5. 矩阵 对 策 G 二 {S$1，S:; ,A}, 其 中 Si 二 {a, oa ao)，S 一 (8 有， PB, PB}, 
求 该 矩阵 对 策 所 有 鞍点 。 其 中 局 中 人 甲 的 赢得 矩阵 为 : 
8 6 8 6 


9 6 7 6 
= TL 10 及 
6. 设 甲 、 乙 两 公司 都 生产 同一 种 产品 ， 其 中 甲 公 司 研制 一 种 新 产品 。 为 推出 这 种 新 
产品 加 强 与 乙 公司 竞争 ， 考 虑 了 3 个 竞争 对 策 : @ 将 新 产品 全 面 投入 生产 ; 四 继续 生产 现 
有 产品 ， 新 产品 小 批量 试 产 试销 ; @ 维 持原 状 ， 新 产品 只 生产 样品 征求 意见 。 乙 公司 了 解 
到 甲 公 司 有 新 产品 情况 下 也 考虑 了 三 个 策略 : 四 加 速 研制 新 产品 ;加 对 现 有 产品 革新 
@ 改 进 新 产品 外 观 和 包装 。 根 据 市 场 研究 进行 了 定性 分 析 ， 其 资料 如 表 13 -11 所 示 。 
表 13-11 甲 、 乙 公司 策 赂 SN 


SS 


























1 2 3 
1 ,A 2 3 
甲 公司 策略 2 RN 1 1 




















注 : 一 般 ; 0 分; 较 好 TL 分 ; 好 ， 2 分 ;很 好 其 3 分 较 差 ; 一 1 分 ; 差 : 一 2 分 ; 


很 差 : 一 3 分 。 试 决策 采用 旷 种 策 咯 ? CR 
7. 试用 图 解法 求解 下 列 的 矩阵 对 策 。, NA 
CS 不 这- 6 5 
NA 4 0 1” 8 9 
(a) | 入 ] (b) 
二 洛 让 这 
4 2 


8. 用 线性 规划 法 求解 下 列 的 矩阵 对 策 。 


二 3 一 2 4 
(a) 区 3 | (b) 区 4 4 
一 4 3 3 j 2 2 6 
9. 甲 、 乙 两 人 玩 一 种 游戏 ， 有 3 张 牌 ， 分 别 记 为 大 、 中 、 小 , 由 甲 任意 抽取 一 张 ， 让 
乙 猜 。 乙 只 能 猜 大 或 者 小 ， 若 乙 猜 对 ， 甲 输 3 元 ， 否 则 乙 输 2 元 。 若 甲 所 抽 的 牌 为 中 ， 则 
当 乙 猜 小 时 ， 乙 赢 2 元， 猜 大 时 ， 由 甲 再 从 剩 下 的 两 张 牌 中 任意 抽取 一 张 让 乙 猜 ， 当 乙 猜 
对 时 ， 乙 赢 1 元 ， 猜 错时 乙 输 3 元 。 将 此 问题 归结 为 矩阵 对 策 问题 ， 列 出 甲 的 赢得 矩阵 ， 
并 求 出 各 自 的 最 优 策略 和 对 策 值 。 
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10. 求 下 列 对 策 中 的 纳什 均衡 解 〈 赢 得 矩阵 为 成 本 )， 见 表 13- 12(a) ，(b) 。 
表 13-12(a) 表 13-12(b) 





12. 实验 一 
【实验 项 目 】 二 人 零 和 对 策 。 

【实验 目的 】 熟 悉 和 矩阵 对 策 方法 及 WinQSB 或 Excel 求解 二 人 零 和 对 策 的 操作 方法 。 
【实验 内 容 】 求 解 题 8(a) 和 矩阵 对 策 。 

【实验 要 求 】 

(1) 简 述 操作 过 程 ;(2) 分 析 试 验 结果 ; (3) 写 出 实验 报告 。 

13. 实验 二 

【实验 项 目 】 纳 什 均衡 。 

【实验 目的 】 熟 悉 Excel 求解 纳什 均衡 的 操作 方法 。 

【实验 内 容 】 求 解 题 10(b) 纳 什 均衡 的 解 。 

【实验 要 求 】 提 交 实 验 报告 包括 : 

(1) 简 述 操作 过 程 ，(2) 分 析 试 验 结 果 。 





4. (1) 唯 一 最 优 解 XX 


部 分 习题 参考 答案 


第 2 章 线性 规划 


二 (15 20)5 x" 

















三 1 350; (2) 无 界 解 。 


》 














，xzsa 一 10; 最 优 值 = 


5. (1) 无 穷 多 最 优 解 ， 其 一 为 x 二 2， 其 余 二 0， 最 优 值 4; 

(2) 唯一 最 优 解 x1 = 二 2，x 5; 

(3) 唯一 最 优 解 x 二 1， 其 余 二 0，z" 一 3; 

(4) 唯一 最 优 解 x; 二 4，xz, 二 22， 其 余 二 0，z* 一 76。 K 

6. (1) 无 界 ;(2) 无 穷 多 最 优 解 ， 其 一 为 x 二 4， 其 余 才 GN x" 二 8。 

7. 案例 一 ”最 优 解 21 一 12.5， zs 二 17. 5， zs 一 项 二 16. 25 
一 57.5 


8. 案例 二 ”最 优 方案 









服装 工 生产 10.06Q 


， 由 机 器 B 生 产 14 天 , 由 C 生 产 2 


天 ; 服装 可 生产 9 100 件 ， 由 C 生产 13 天 乓 服装 由 生产 7 000 件 ， 由 机 器 A 生产 1 天， 
由 C 生产 10 天 ; 服装 和 生产 8 200 件 沁 聘 册 器 BB 生 产 20 天 。 总 加 工 费用 7 230 元 。 
9. 案例 三 ”最 优生 产 方案 第 、 年 正常 生产 3 艘 ， 第 工 年 销售 2 舰 , 第 2 年 销售 1 稻 ; 


第 1 年 加 班 4 
2 条 ,加 入 生 


E 产 3 艘 ， 当 年 销售 3 项; 第 2 年 正常 生产 2 条 ， 当 年 销售 ;第 3 年 正常 生产 
: 产 3 租 ， 当 年 销售 六 笨 ， 期 末 存 货 1 艘 % 总 成 本 7 150 万 元 。 









































10. 案例 四 “工厂 工 排 让 10 000m: ， 工 厂 2 排 放 8 000m: ， 最 小 总 费用 1 640 元 。 
11. 案例 五 “AS ky > 
最 优 方 案 \\y 六 
北美 销售 量 x/ 欧洲 销售 量 yy 
伯 灵 顿 中 国 台湾 爱尔兰 伯 灵 顿 中 国 台湾 爱尔兰 
大 型 机 962 321 
小 型 机 1 683 1 769 965 1 580 
个 人 机 14 395 33 815 15 400 
打印 机 15 540 6 850 
爱尔兰 劳动 力 减少 到 78 000: 
北美 销售 量 xy 欧洲 销售 量 yi 
伯 灵 顿 中 国 台 湾 爱尔兰 伯 灵 顿 中 国 台湾 爱尔兰 
大 型 机 962 321 
小 型 机 2 001 1 520 896 1 580 
个 人 机 12 942 35 268 15 400 
打印 机 15 540 6 850 























和 aasesss < 


爱尔兰 劳力 增加 到 95 000: 




















北美 销售 量 xy 欧洲 销售 量 yy 
伯 灵 顿 中 国 台 湾 爱尔兰 伯 灵 顿 中 国 台湾 爱尔兰 
大 型 机 962 321 
小 型 机 3 473 944 1 580 
个 人 机 24 322 23 888 15 400 
打印 机 15 540 4 083 2 767 























第 3 章 对 偶 规划 。 一 


4. (1) 最 优 解 x+= 二 (4，3，0)， 最 优 值 18; (2 最 优 解 G0,， 2/3，0)， 最 优 值 4/3; 
(3)z=(0.5，1，0，0) ， 最 优 值 14; (4 最 优 解 一 273 = 0， 最 优 值 35/3。 

















5. (1)max zx 一 6zl 一 2zz 十 10z3; (2 mi 5y 十 10y。 
WN3y:=6 
Xs 十 27s 寺 5 
| Fn Ny: 之 一 2 
$l 4 3z1—zs 二 xs<10 NS 
| NA 2 十 y% 之 10 
Xi, Xi, Xs 宕 0 人 a 
、 :2 、 WP0 











(3) 对 偶 规划 问题 的 最 优 解 为 X "=(4, 2). ,Ny 

6. (1) 可 得 于" 二 (5W0, 3)?,，z* 二 35; (2) 产 入 刘 朋 利润 变 化 范围 为 [3，6]; (3) 新 
的 最 优生 产 计划 : 本 站 全 宪 严 15 浊 ; 其 他 不 生 旋 总 利润 37. 5 货币 单位 ; (4) 结论 ， 购 
进 原料 B 15 单位 为 家 ; (5) 新 计划 为 X， = a, 0, 6]', z* 一 30。 

7. (1) 可 得 % 冯 (100/3，200/3， OT™ 2 =2200/3; 

(2) X* ={275/6, 275/6, 25)™, z* =875; 

(3) 由 检验 数 非 正 ,得 一 4<: 和 5， 即 6<a 15; 

(4) zz LS Zz1 二 95/3，Zzs 二 10， zs 二 60 或 X" 一 (95/3，175/3，10); 

(5) 值 4 

(6) 即 工 
































175/3，zi 一 95/3，za 一 10，xze 一 60 或 书 " 一 (95/3，175/3，10) 。 





第 4 章 整数 规划 及 分 配 问题 


1.(1)zx=4, zx:=1, zx’ 一 14; (2)(a) zi 一 3，z 一 3.875，xz” =38.25; (0)zi 一 
67 w=—dy 二 37.335 (©) w=2y me=4, 元 =, 
(3) (a)x1=8, zxs=1.667, xz’ 一 95; (b) x1=8, zs=2, xz’ 一 98。 
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2. 
Zi 二 +zxs2+My Z 一 5y 十 9y 十 12y4 
(1) 42z 十 3zz 过 8 一 M(1 一 y) (2)1 太 十 十 十 六 一 1 
3 一 0 或 1 yi 一 0 或 1 
5 十 z7 安 2 十 M: 
4 十 My 本 3 
ZS1+My: 
zs 宇 0—My 
X15 Mys 
(3) ax:>4—M(1—y) (4) 
xi 十 z7 之 3 一 My 
zs;<I+MO—y) 
0 或 1 Witystys+y 2 
二 0 可 
2 二 0 或 1 
3. (Dx1=0, z=0, x3=1, z’ =2; (2)z1=0, zs =x Ks z* 一 12 
4. (1)zu 一 zzz 一 Za 一 Zu 一 1， 其 余 =0，z" 一 16 














(2)zt =x =Zxas 
5. 选择 sy 56 5 
6. 采用 生产 -过 程 两 生产 : 3 500， 总 成 本 13 EN 
7. 最 优 方 案 SEA 


1， 其 余 ==0, xz* =6 


Tal 












最 少 需要 24 人 。 XK XN 
8. 案例-， 设 在 2 新 32 处， 相信 和 居民 人 数 汶 21 300 人 。 
9. 案例 二 RE 己 衣 百货 和 蔬菜 果品 各 3 家 ， 月 弹 利 45. 84 


万 元 。 NN 





> 
第 5 章 运输 问题 
3. 最 优 解 x1s = 二 10，za 二 60，zw 二 10，zz3 二 10，za ， 其 余 为 0， 总 运费 515， 





cu€ [2，co) 最 优 基 不 变 。 
4 最 优 解 ze 一 50，za 一 30，za 一 40，za 一 25，za 一 5， 其 余 为 0 最 优 值 ， 205 














最 优 解 不 唯一 。 
5. 1 二 30，Zxwz 二 20，zxa 二 30，xzw 二 80，za 二 15， 总 运费 875。 
6. 最 优 解 


第 1 年 正常 生产 2 条 ,本 年 使 用 ; 加 班 生产 3 条 ,本 年 使 用 1 条 第 3 年 使 用 2 条 ; 
第 2 年 正常 生产 4 艘 ， 本 年 使 用 ;加班 生 产 1 艘 ， 本 年 使 用 ; 
第 3 年 正常 生产 1 笨 ， 供 期 末 存 货 ， 加 班 生产 3 艘 ， 供 本 年 使 用 。 

总 成 本 8 375 万 元 。 

7. 最 优 解 (不 唯一 ): 甲 供应 B150， 供 应 D50; 乙 供应 A100, 供应 D50， 供 应 F150; 
两 供应 Al100， 供 应 C300; 丁 供应 C100。 总 利润 780 000 元 。 
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8. 最 优生 产 计划 
(1) 方案 不 唯一 








存 ， 供 第 三 季度 使 用 ; 第 
度 使 用 。 总 成 本 292 万 元 。 
(2) 方案 不 唯一 , 其 





RE sasasx A 


其 一 为 : 第 一 季度 生产 14 万 瓶 ， 其 中 10 万 瓶 为 本 季度 供 货 ，4 万 
瓶 储存 ， 供 第 二 季度 使 用 ; 





第 二 季度 生产 15 万 瓶 ， 其 中 10 万 瓶 为 本 季度 供 货 ，5 万 瓶 储 





三 季度 生产 15 万 瓶 供 本 季度 使 用 ;第 四 季度 生产 8 万 瓶 供 本 季 








为 : 第 一 季度 正常 生产 12 万 瓶 ， 其 中 10 万 瓶 为 本 季度 供 货 











万 瓶 储存 ， 供 第 二 季度 使 


; 第 二 季度 正常 生产 15 万 瓶 ， 其 中 10 万 瓶 为 本 季度 供 货 ，5 





万 瓶 储存 ， 供 第 三 季度 使 

















， 加 班 生产 2 万 瓶 供 本 季度 使 用 ;第 三 季度 正常 生产 15 万 瓶 


供 本 季度 使 用 ; 第 四 季度 生产 8 万 瓶 供 本 季度 使 用 。 总 成 本 292 万 元 。 











9. 选择 “选项 3”。 
10. (DA 一 075，A 








一 加 70。 总 运输 费 及 短缺 损 


加 70，A 一 @55;， B 一 @60，B Os 用 ®@30; C 一 DO90。C 
K 
失 439 元 。 





02) A D75, A—®14, A—®56, A—@®55; B $3 ‘B—@80, B—@®56; C 


@24，C 一 0O72。C 一 @64。 


(3) 增产 的 蔬菜 80(100kg) 全 部 供应 给 收购 


2 满意 解 : ZI 一 TX 


3. 满意 解 : 


总 运输 费 及 短缺 损失 ee 7 








SS 


=3 第 < 洛 设 备 加 班 1 台 时 ,7 








4. 满意 解 : 





， zi3=6, di 1 30 ‘af 12,， ds 二 12， 其 余 =0。 








余 一 0。 





-nN 
5. 设 条 第 种 蝇 


， X22=4, 4, 加 9, zw 二 3, d+ = 二 3, d+ 二 32, 其 
i > 


牌 酒 由 使 用 第 亡 种 原料 酒 的 数量 。 





满意 解 za 会 454.5， ZX 二] 084， 必 一 774，ds 二 2 000， 其 余 二 0( 解 不 唯一 ) 
6. 设 200kg 香肠 使 用 牛肉 86. 86kg、 猪 肉 48. 57kg、 羊 肉 和 水 淀粉 64. 57kg。 























7. 满意 解 
Xu=16, xu=9, zxas=14 2 T 16, zi=9, xis=22 9, ZX 16 
25 一 18，ze6 一 26 。 
8. 
本 生产 管理 营销 管理 财务 管理 
沪 市 深 市 沪 市 深 市 沪 市 深 市 

. 14 2 9 
2 24 11 
3 6 14 
4 9 12 19 
5 6 28 
6 16 























第 7 章 图 与 网 络 模型 


3. 图 的 次 数 序列 的 有 : (1)、(2)。 

4. 需 3 个 仓库 ， 分 别 存放 {A，D，R}、{P，T，C}、{B，S} (方案 不 唯一 ) 。 

6. (a)s>u 一 vu 习 t:， 最 短路 长 11; (b) s>v 一 vw 一:， 最 短路 长 9。 

7.w>v2， 路 长 6; wi 一 vy， 路 长 4; 1 一 wy 一 v3 ， 路 长 9; w1 一 wy 一 v;， 路 长 19; 


一 Uv 一 ve， 路 长 14; wi 一 vy 一 vs 一 vs ， 路 长 33; wi 一 vy 标 不 到 。 


8. min c(V，V) 一 8， 所 给 方案 找 不 出 增 广 链 ， 最 大 流 也 是 8。 











9. 最 大 流 王 16。 

10. 4 个 奇 点 边 成 两 对 ， 重 复 一 次 路 段 : 六 一 其 他 路 段 只 走 一 次 。 

11. 最 大 流 8,， fs=4, fi 二 4, fw=6, fs 二 2, ff 他 二 0，fis 二 2; 最 小 费 
用 116。 «KA 

12. (1) 为 最 小 支撑 村 问题 ， 方 案 不 唯一 ， 其 二 如 下 图 所 示 ，W(T  ) 一 40。 





,Ae— (8) Sa 
(2) 中 心间 题 居 设 在 v5 处 ,各 点 到 该 点 距离 之 和 55。 
(3) 重心 问题 》 设 在 v5 处 ， 各 点 到 该 加 权 距 离 之 和 269。 
(4) 最 短路 问题 ， 先 求 四 到 @ 〇 最 短路 ， 再 求 O 到 @ 的 最 短路 DO-O-~O--O-@， 
最 短路 长 25km。 
(5) 布点 问题 在 v5 设 一 处 消防 站 ， 负 责 全 部 消防 任务 。 


第 8 章 计划 评审 技术 与 关键 路 线 法 


1. 关键 路 线 B->F 一 GK 一 LM。 
2 Q "©O— dD—) 
© —(©) 


3. G 工 序 赶 工 1 天 ， 净 节约 200 元 。 
4. (1) 先 安排 关键 路 线 的 各 工序 (C、F、G、H)。 
(2) 工序 A 需要 9 人 ,有 7 个 时 差 . 且 无 紧 后 工序 ， 可 安排 到 最 后 , 与 H 











) 


作业 。 


六 
AN 








二 so 











(3) 工序 记 需 要 8 人 ,有 目 需 安排 在 关键 工序 也 之 前 ， 可 与 G 平 行 作业 。 
(4) 工序 D 和 了 在 前 4 天 结束 均 不 影响 紧 后 作业 下 和 G， 安排 DD 与 C 平 行 作业 ，B 与 











平行 作业 。 


第 9 章 动态 规划 


1.A 一 B: 最 短路 线 A 一 1 一 5 一 8 一 B， 最 短路 16; A 一 C: 最 短路 线 A 一 1 一 5 一 8 一 B， 





最 短路 16;，A 一 D: 最 短路 线 A 一 1 一 5 一 9 一 D， 最 短路 20。 


产 


(5)342; 


[e 


hh 





2. 最 优 方案 不 唯一 ， 其 一 为 : 甲 一 0， 乙 一 2， 丙 一 3， 丁 一 1; 最 优 值 : 
. 前 两 个 季度 所 有 设备 全 部 用 于 生产 第 二 种 产品 ， 后 两 个 季节 全 部 用 于 生产 第 一 种 














Co 




















1 一 4 月份 分 别 生产 5，5，5，0 条 ， 最 小 总 成 本 187- ae 
zx? 二 0，z? 二 0，x? = 二 10， 最 大 值 200。 \S 
物品 A、B 各 装 1 件 ， 总 价值 13 货币 单位 * AR 
SS 
第 10 章 、 存储 论 
《<\ 

.Q' =1414, 订货 费 与 入 存 烛 T228284. _ 
. Q* =756。 ， “> 党 让 
. 不 允许 缺 货 Q， -15 “允许 缺 货 Q* 一 16.062. 公 
. 不 考虑 折扣 Q' 407， 剖 受 8 折 优 惠 ， 0 
. (1)50; (2)34% (3)33. 3 
7. (1)26' KV 36; (3)13 ne 和 1 次 再 订货 时 间 1 十 16.326: 一 14; 
Ne 524. 7(6)548。 
8. (1)40; (2)56. 37; (3)52。 


Pn 


a 人 wo 


第 11 章 排队 论 


9. 服从 4 二 20 的 泊 松 分 布 。 

10. (1)2.25 人 ; (2)0. 75h。 

11. (1)1.67 人 ; (2)0. 567h。 

12. (1)0. 297 台 ; (2)0. 082h(4. 93min); (3)0.54, 0.46。 

13. (1)3. 51 辆 ; (2)0. 117h(7min); (3)4. 49%; (4)29. 8%。 

14. (1)2. 21 辆 ; (2)0. 075h(4. 53min); (3)4. 96%; (4)32.9%。 

15. 联合 照管 : (1)0. 036min; (2)0. 022 8 台 ; (3)14.14%; (4)85. 8%。 

分 工 照管 : (1)1. 340min; (2)0. 166 6 台 ; (3)62.70%; (4)37.3%。 

相 比 之 下 ,分 工 看 管 工人 空闲 时 间 多 ,但 设备 等 待 时 间 长 。 每 人 平均 有 0. 166 台 等 





，5 人 有 0. 83 台 等 待 ， 而 联合 照管 等 待 时 间 非 常 得， 几乎 不 需 等 待 。 应 实行 联合 看 管 。 
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16. 1. 7min，0. 85 人 。 
17. (1)2/3 辆 ; (2)6. 67 分 钟 。 
18. (1)37. 8min; (2)1.26 人 。 
t 3 小 ， 
20. 1. 046h。 
21. (1)1. 328h; (2)1. 66 个 ; (3)62.55%; (4)2 个 。 
22. (1)(2)。 
到 达 分 布 : 
台数 
频数 





40 


















































4 
rp 
省 数 串 41 | 42 | 43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48 | 49 | 50 | 51 | 52 5354 | 55 | 56 | 57 
l 





符合 平均 值 为 38 的 泊 松 分 布 。 WR 
服务 分 布 : 、NXN 








服从 均值 为 15 的 洒 松 分 布 。 JJ 天 、 
(3) 平均 等 待 时 间 Q oo 9 秒 ); 平均 也 区 个 辆 ， 有 一 个 窗口 空闲 的 概率 为 
19. 2%， 有 两 个 窗口 闲置 的 慑 率 为 22.7%， 在 个 谷口 有 时 的 要 7. 9 外 ， 四 个 窗口 
全 空闲 的 概 率 为 ?708%%。 个 
(4) 设 三 二 2 


第 12 章 决策 分 析 


2. 乐观 准则 选择 策略 Al ， 悲 观 准则 选择 策略 A; ， 等 概率 准则 选择 A 或 A;,， 最 小 后 
悔 值 准则 选择 策略 Ai 。 
选择 甲 地 。 
(1)、(2)、(3) 和 (4) 均 选择 建 小 厂 。 
(2) 订 购 22kg; (3) 不 可 取 。 
(1) 选 择 详细 勘探 ;2) 详 细 勘 探 后 构造 较 差 不 钻井 ,构造 较 好 和 构造 一 般 钻 
S2 较 优 。 
现在 扩大 。 



































0 


TET 部 分 习题 参考 答案 本 

















3460 | 3100 3250 3450 3850 3850 4050 4250 
3325 | 3200 








10. (1) 乙 方案 ; (2) 甲 方案 ; (3)P, 王 1/3。 

11. (1) 决 策 树 图 ( 略 ) 。 

(2) 本 地 试销 ， 资 产 期 望 增加 85. 7 万 元 。 

(3) 一 旦 试销 失败 ， 不 在 全 国 范围 销售 ， 资 产 损失 10 万 元 。 

(4) 一 旦 试销 成 功 ， 在 全 国 范围 销售 ， 资 产 期 望 增加 XK 
SN 





5. Ca, Ba), (l(a, Bi), (as, 2 SS 
6. (a, Bi), A 
7. (1) 局 中 人 人 以 2/3，1/3 概率 cai a 和 as， 局 中 人 已 以 2/3，1/3 概率 使 用 策 
略 记 和 有 Bl; (2) 局 中 人 A 以 0. SA 术 率 使 用 生路 ,局 中 人 B 以 0.4 和 0.6 的 
概率 使 用 策略 B 和 及 。 » gq 
8. (1) 局 中 人 和 A 以 5 6246 概率 使 用 策 a 二， 局 中 人 也 以 0.46，0. 54 概率 使 
用 策略 B 和 忆 ; 多 以 合用 纯 策 咯 e， 中 人 BB 以 0.4 和 0.6 的 概率 使 用 策略 












































和 和民。 
& fe- 
Ey 习 2 
-1 3 一 ? 
9. 4 一 3 1 -1 ， Xl=x4=0.5, y=y=0.25, ys=0.5, V: 055 
2 2 一 3 


10. (a)(w， 房 )，(b) 局 中 人 A 均 以 1/3 的 概率 使 用 ww ，w ，w ， 局 中 人 也 以 3/4 和 
1/4 的 概率 使 用 记 ， 尼 。 
11. (a， BB) 或 (a;， Bs)。 


